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يك خانواده از متغيرهاي تصادفي    TttX ,  تصادفي با فضاي پاارامتر فرآيندرا يكT باراي هار  ، يعناي؛ نامناد

  TttX ,را با نماد  يك متغير تصادفي است كه اغلب آنtX نشان مي دهند. متغيرt  .اغلب زمان در نظر گرفته ماي واود

عنوان مثال، ه ب tXممكن است مقدار موجودي انبار يك خرده فروش را در زمانt  يا تعداد افراد را در يك بانك در زمان ،t 

و  tXفرآينادگذار ياا فضااي پاارامتر  را مجموعه انديس Tنشان دهد، مجموعه t و يا موقعيت يك ذره متحرك را در زمان

 را فضاي وضعيت آن نامند. tXمجموعه كليه مقادير

ي پارامتر و فضاي وضعيت خودوان به چهار دسته مهم هاي تصادفي بر اساس فضافرآيندمثالهاي زير نشان مي دهند كه 

 تقسيم مي ووند.

},{فرض كنيد :1مثال 1nX n  صورت این در ؛دنباله اي ازمتغير هاي مستقل برنولي باود 
n

n i

h

S X



1

تصادفي  فرآينديك  

و فضاي وضعيت  Nبا فضاي پارامتر ,......3,2,1,0. است  

 در اين صورت ،باود  tتا زمانمشتريان يك بانك  تعداد  tN)(فرض كنيد :2مثال  TttN ,  با فضاي  فرآينديك

پارامترپيوسته است RT  و فضاي وضعيت گسستهZ  . است 

 در اين صورت باود. tسرعت يك اتومبيل در زمان tXفرض كنيد  :3مثال 0tX t با فضاي  فرآينديك  ,

پارامتر RTعيت ضوفضاي وR.است 

يا ميزان بارنده گي يك ناحيه در   tزمان در ماكزيمم دماي اعلان وده توسط ايستگاه هواوناسي  tX)(فرض كنيد : 4 مثال

 است. Rبربرا، فضاي وضعيت نيز پيوسته و  Rباود . فضاي پارامتر پيوسته و برابر   tزمان 

امين كالاي انتخاب وده در يك خط توليد باود آنگاه  iطول عمر  iXاگر  :5 مثال











n

i

i nX
1

يك فرآيند تصادفي با  ,1

 .فضاي وضعيت پيوسته و فضاي پارامتر گسسته است

 و فضاي وضعيت عبارتند از: هاي تصادفي بر حسب فضاي پارامترفرآيندچهار دسته مهم از بيان وده با توجه به مثالهاي 

 تصادفي با فضاي پارامتر گسسته و فضاي وضعيت گسسته فرآيند -1

 تصادفي با فضاي پارامتر گسسته و فضاي وضعيت پيوسته فرآيند -2

 تصادفي با فضاي پارامتر پيوسته و فضاي وضعيت گسسته فرآيند -3

 يوستهتصادفي با فضاي پارامتر پيوسته و فضاي وضعيت پ فرآيند -4
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 :تصادفی فرآیندمشخصه هاي یك 
فرض كنيد  TttX ),(  عبارتند از: فرآيندمشخصه هاي اين در اين صورت تصادفي باود  فرآينديك 

تابع توزيع:   -الف   RxxtXPxFt  )()( 

12تابع توزيع توام: براي تمام مقادير  -ب  tttn  Tاز  ,...,,

),...,(
~

nttt
1

     و nnnt xtXxtXPxxF  )(,...)(),...,( 111 

Tt,))t(X(E)t(m     تابع ميانگين:  -ج  

Tt,)t())t(X(Var    تابع واريانس :  -د  2 

TstsXtXCovstCتابع كواريانس )اتوكواريانس( : -ذ  ,,))(),((),(   

Ttكه در آن            tXVarttC ,      وTt,s             tsCstC ,,  

  : ,tsتابع همبستگي )خودهمبستگي( : براي هر   -ر 
 

   )(.)(

)(),(

),().,(

),(
),(

sXVartXVar

sXtXCov

ssCttC

stC
st  

 

 :هاي تصادفیفرآیندویژگیهاي   
  مفيد فرآيندهاي تصادفي بيان مي وود. در اين بخش برخي از ويژگيهاي

تصادفي  فرآيند:2تعریف tX  را اكيداً ايستا نامند اگر براي تمام مقاديرTttt n ,..., توزيع بردار تصادفي   1nو  21

 )(),...(),( ntXtXtX بردار تصادفي    hهر مقدار  تحت انتقال زمان پايا باود. يعني، براي 21    ntXtX ,...,
1

توزيع با  هم 

بردار تصادفي    ),...,( htXhtX n 
1

 باود. 

اگر  : 6 مثال 1nX n  يك دنباله از متغيرهاي تصادفي مستقل و هم توزيع باود آن گاه اكيداً ايستا است.  ,

اگر  : 1لم TttX ),(  آنگاهايستا باود  اكيداًفرآينديك: 

))(( -الف tXE و    2)(tXVar   ب-),( stC  تابعي ازst  .است 

از اين كه  : اثبات )(tX : اكيداً ايستا است داريم 

     -الف           htxhtXPxFxtXPxF htt ,,              

 :بنابراين     tXEhtXE              و     htXEtXE  22 

 :در نتيجه        tXEtXVar  ثابت و مستقل از زمان هستند.هر دويعني   2,

,و   2n فرض كنيد  -ب ,h t t T2  :در اين صورت 1

   yxFyxF hthttt ,, ,, 
2121
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ts  هرگاه  0  012و  tsttsh  :آنگاه ,,

            yxFyxF tsst ,, ,, 0

 
stبا استدلالي مشابه براي هر  0 داريم:  

   yxFyxF tsst ,, ,, 0 
يعني تابع توزيع توأم y,xF t,t 21

12 از طريق tt   12به t,t براي هر وابسته است بنابراينt  وs،  

      

      00 XstXEdxdyyxfyx

dxdyyxfxysXtXE

st

st

.,.

,.

,

,











 

بنابراين:                      tsXXCovsXtXCovstC  ,,, 0 

),()    ،)(),0و tبراي هر  بويژه  CCttC  

فرآيند :3تعریف  TttX , كواريانس( نامند. اگر ي را ايستاي ضعيف )ايستا: 

t:    براي هر مقدار  –الف    )(tXE   و 2))(( tXVar   

),()(),(       tبراي هر مقدار  –ب      0CCttC  

),(يعني  stC  تابعي ازst     .باود 

فرض كنيد   :7ال مث 1nX n                 طوري كهبه   باود. مستقل دنباله اي از متغيرهاي تصادفي ,

  11011 122   nNXUX nn ),(~,,~ 
است كه بديهي در اين صورت  1nX n  ، داريم :nهر  براي اكيداً ايستا نيست ولي ايستاي ضعيف است زيرا ,

  1nXVar       ،0][ nXE  

                    و          
0
0





mn

mn
        






0

1

mnC , 

تصادفي  فرآيندنمو  :4 تعریف TttX ),( روي فاصله],[ 21 tt عبارت است از)()(
12

tXtX . در برخي موارد تفاضل

   tXtX بكار برده مي وودنمو  : به عنوان),( Ttt .  مثبت باود. تصادفي ممكن است منفي يا فرآيندنمو يك 

تصادفي  فرآيند :5 تعریف TttX ),(  21ثابتهاي دلخواهاگر براي  گوييمرا همگن يا داراي نموهاي ايستا tt  و هر  ,

Tttطوري كه    21 )()( نموهاي ,   12 tXtX فرآيندت ديگر هم توزيع باوند به عبار  TttX ),(  را همگن

)()(توزيع  Tt,هر  اياگر بر  يا داراي نموهاي ايستا نامند tXtX   بهt .كه در آن  بستگي نداوته باود(  ثابت

Tttاست و , ) 

تصادفي  فرآيند:6 تعریف TttX ),( اگر براي مقادير  گوييممستقل  هايرا با نموTti   طوري كه 

   nttt  )()(,...,)()(,)()(  تصادفي متغيرهاي 210... 12231 tXtXtXtXtXtX nn  
 

 مستقل باوند.  

اگر  :7 مثال TttX ),(  00و  با نموهاي مستقل تصادفي فرآينديك )(X  :آنگاه 
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                                  TststXVarsXtXCov  ,}),(min{)(),(  
stحل:  اگر   0   آن گاه: 

   
    ))(()(),()()(),(

)()()(),()(),(

tXVartXtXCovtXsXtXCov

tXtXsXtXCovsXtXCov



 

  م،يبطور مشابه دار آن گاه  s < t 0 > اگر     

  ))(()(),( sXVarsXtXCov  
ts,                     :اي هربر  درنتيجه         stXVarsXtXCov ,min,  

تصادفي  فرآيند :7 تعریف  TttX ),(  121گاوسي نامند اگر براي تمام مقادير  فرآيندرا يك  nTttt n,...,, توزيع .

  تصادفي  بردار )(),...,(),( ntXtXtX 21 

 يعنيمتغيره باود.  nنرمال  

         ,~,...,)( nn NtXtXtXtX 21 
                        كه در آن       )tEX,...,tEX( n1   و   tXVar 

اگر  :1قضیه  TttX ),(  گاوسي باود آن گاه:  فرآينديك 

 ايستاي اكيد  ايستاي ضعيف                                    

تصادفي فرآيند:8 تعریف TttX ),( گربراي تمام مقاديرا ، ماركوف نامند فرآيندرا يكTtttt nn 121  طوري كه  ,,...,,

)...( 121  nttt وZAi  ),...,,( 121  ni آنگاه 

              
1 1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) , ( ) ,..., ( ) ( ) ( )n n n n n n n nP X t A X t A X t A X t A P X t A X t A   

             
اگر ZT و فضاي وضعيت زير مجموعه اي ازZ  ماركوفي  فرآيندباود آنگاه}),({ TttX   با نماد 0nX n ,  

ن حالت يدر ا.نامندماركوف رزنجي يكو آن را  ه مي وودنشان داد  |ij n np X j X i  1 ت از ير وضعييرا احتمال تغ

 كنند. ير صدق ميز يط اساسين احتمالات در وراينامند. ا jبه  iمكان 

ji,  ,  ijp براي هر -الف  0        براي هر  -بi,
ij

j S

p


 1 

 معرفي و بررسي خواهد ود.  5فصل  با جزئيات كامل در فرآيندهاي تصادفي   اين

: اگر 2لم  1nX n  يك فرآيند تصادفي با نمو هاي مستقل با ود آن گاه داراي خاصيت ماركوفي است.,

 برهان: 
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1 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 1 0 1 0 1 1

1 ] [ | ]n n nj i P X j X i    1

 

 به دليل ويژگي با نمو هاي مستقل برقرار استسوم و چهارم  كه در آن تساوي 

 ، يعنياكيداً ايستا است اگر و فقط اگر تابع توزيع يك بعدي آن مستقل از زمان باود t(X(فومارك فرآينديك : 2 قضیه

TtxFxtXPxFt  ,)(])([)( 

 فرآيند  : 9ف تعری TttX ),( رتبه دو در نقطه را پيوسته در ميانگين م
0

t نامند اگر    0

2

00

0




)()( tXhtXELim
h

 .  

TTپيوسته روي  آن راو 
0

هر نقطه    نامند اگر در 
00

Tt  .پيوسته باود 

فرآيند:  3قضیه TttX ),(  0درtانگين مرتبه دو است اگر و فقط اگر تابع كواريانس آن در پيوسته در مي),(),(
00

ttts   

 پيوسته باود.

اگر  :1نتیجه TttX ),(  ايستاي ضعيف باود آن گاه پيوسته در ميانگين مرتبه دو است اگر و فقط اگر تابع  فرآينديك

 كواريانس آن در صفر پيوسته باود. 

ها را فرآيندكاربرد دارد ، ارايه مي وود. ايستايي اين مهندسي تصادفي ساده كه بيشتر در علوم  فرآيندير چند در مثالهاي ز

 بررسي كنيد.

VtUtXفرض كنيد  :  8ل مثا )(  كه در آنUV متغيرهاي تصادفي با ميانگين و واريانس متناهي هستند, توابع  ,

 فرآيندانگين, واريانس و كواريانس يم TttX ),(  تصادفي با مسير نمونه اي خطي نامند فرآيندرا  فرآيندرا بيابيد. اين.  

                       حل:

                           

   
)(),(),()(

,)(),(

VVarUVsCovVUtCovUstVar

VUsVUtCovsXtXCov




  

 .نيست ايستا فرآينداين 

 ايهاي برنولی و دو جمله فرآیند  

فرآيندهاي برنولي و دوجمله به عنوان فرآيندهاي تصادفي ساده با فضاي پارامتر و فضاي وضعيت 

 در اين بخش معرفي و برخي از ويژگيهاي مفيد آنها بيان مي وود. گسسته 
تصادفي فرآيند:10 تعریف 1nX n  برنولي نامند اگر: فرآيندرا يك  ,

  )V,U(tCov)V(Var)U(Vart)t(XVar)t(

EVtEU))t(X(E)t(m

222 
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 دفيمتغيرهاي تصادنباله  -الف 1nX n  تواماً مستقل باوند. ,

     -ب    pXPpqXP nn  110 , 

ين كالا ام nاگر 0nXامين كالا معيوب وn  اگر 1nXدر بازرسي يك خط توليد از نظر كنترل كيفيت هر گاه :9 مثال

ورط استقلال براي كالاهاي  فرآيندآن گاه پس از تحت كنترل بودن ،باود p فرآيندسالم و نسبت كالاي معيوب توليد وده 

انتخاب وده برقرار است. لذا  1nX n  .مي وود pبرنولي با نسبت  فرآينديك  ,

امين اتومبيل به سمت  nاگر1nXهم به يك سمت بپيچند ودرصد اتومبيلها مستقل از  80در يك تقاطع  هرگاه :10ل مثا

آن گاه  ،درغير اين صورت0nXچپ بپيچد و 1nX n  برنولي است. فرآينديك    ,

اگر  :2لم 1nX n  باود آن گاه: pبرنولي با نسبت  فرآينديك  ,

pXE -الف
k

n )(  ب- pqXVar
k

n )(   

اگر : 11 تعریف 1nX n ,باود و  pبرنولي با نسبت  فرآينديك  ,
n

n i

i

S X n


 
1

 فرآيندآن گاه  1 1nSn را يك  ,

  دوجمله اي نامند كه در آن رآيندف  npSE n       و  npqSVar n   . علاوه بر اين 1nSn تصادفي با  فرآينديك  ,

 فضاي وضعيت گسسته و فضاي پارامتر گسسته است.

 فرآیندبرخی ویژگیهاي  1nSn ,  

~),(       ,nmبه ازاي هر   -الف  pmBXSS
mn

ni

inmn 




 
1

 

nmn به طور كلي   بنابراين 

D

nnmn SSSSSSS   ,...,,
21

nmn  زيرا   SS    از 

12 SSSn  مستقل است. ...,

       -ب      kSPqkSPpkSP nnn   11 1 ..  

 داريم 1nراي هر ب زيرا     011

11

  nnnnn XkSXkSkS ,, 

 در نتيجه
     

       

   kSPqkSPp

kSPXPkSPXP

XkSPXkSPkSP

nn

nnnn

nnnnn













11

11

11

1
011

011

..

,,

 

 فرآيند -ج  1nSn  مقادير  براي   زيرا مستقل استهاي  نمو  با ,

knnnn  متغيرهاي تصادفي  210...,
123121 


kk nnnnnnn SSSSSSS  مستقل از هم هستند.  ,,,...,

فرآيند -د 1nSn  ت.ايستاي ضعيف نيس ,

فرآيند -ذ 1nSn   2بنا به لم  زيرا  يك زنجير ماركوف است ,
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ijpXP
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 :مطلوبست محاسبه مقادير زير : 10 مثال

  -الف 854 1275  SSSP    -ب     ,, 97 SSE    -ج     . 712 SSE 

 فرآيندا نمو مستقل بنا به ويژگي ب -: الف حل nS داريم: 

   314854 7125751275  SSSSSSSS ,,,, 
 :در نتيجه

       

23454

7125751275

3
5

1
2

4
5

314854

qppqqP

SSPSSPSPSSSP

































,,

 

 روش اول :  -ب

  22
7797

2
7797779797

7727 )()()(

)())(())(()(

ppqppSESSESE

SESSSESSSSESSE




 

 روش دوم:

)().()(

).()())((



 



 





9

8
7

2
7

9

8

9

8
7

2
777

i

i

i i

ii

XESESE

XSESEXSSE

 

 -ج





















12

8
77
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8
777

12

8
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5
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i

i

i

i

i

pSXES

SXESSESXSE

)(

)()(

 

mnبه طور كلي براي هر   داريم :            pmnSSSE mmn  

 :ها زمانهاي رخداد موفقیت فرآیند  

رامتر و فضاي وضعيت گسسته؛ فرآيند انوع  ديگر از فرآيندهاي تصادفي با فضاي پ يك    

تصادفي زمانهاي رخداد موفقيت است كه در اين بخش معرفي و برخي از ويژگيهاي آن بيان مي 

 وود. 
هرگاه  :12ف تعری  1, nX n  برنولي با احتمال موفقيت  فرآينديكp  باود وkT تعداد آزمايشهاي لازم براي كسب 

kآن گاه  باود امين موفقيت 1, kTk   و تصادفي زمان رخداد موفقيتها نامند. در اين صورت فضاي وضعيت  فرآيندرا

   . است Nبرابر و  فضاي پارامتر گسسته 
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1010110010 اگر :11 مثال 10987654321  X,X,X,X,X,X,X,X,X,X 

108652                   آن گاه 54321  T  ,  T  ,  T  ,  T  ,  T 

 

 فرآیندبرخی ویژگیهاي  1, kTk  : 

kSnT         براي تمام مقادير   داريم از اينكه    -الف  nk   .نتيجه مي وود 
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11 و     1nX  از اينكه    -ب    kSnT nk  :نتيجه مي وود 
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در نتيجه متغيرهاي تصادفي 
KT .داراي توزيع دوجمله اي منفي هستند 

]|,....,,,[]|[  ادل بودن  پيشامدهاي مع از -ج 111111 mTnTmTjTjTnT kkkkkk   

 نتيجه مي وود: 
















nmpq

nm
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  1mبراي هر  – د

  1,][,...,, 1

1101  

 kpqmTTPTTTmTTP m

kkkkk 
kkمتغير تصادفي      1kزيرا براي  هر  TT 1kTTT ,...,, 10 

 فرآيند - ذ 11  kTT kk  يك دنباله از متغيرهاي تصادفي مستقل و هم ,

1)(1 يعني براي هرتوزيع با توزيع هندسي است.   kpGTT
iid

kk. 

 د:علاوه بر اين با استفاده از ويژگيهاي بيان وده نتايج زير در مورد اين فرآيند تصادفي برقرار هستن

 :نتایج 

 تصادفي  فرآيند -الف  1, kTk  به ازاي مقادير   مستقل است. يعنيهاي با نموmkkk   تصادفي  متغيرهاي 21...,

112231 kkkkkkk TTTTTTT
mm

,,,..., 


  مستقل از هم هستند. 

 تصادفي  فرآيند -ب 1, kTk   است داراي خاصيت ماركوفي 

 فرآيند -د –ج  1, kTk  براي هريعني  .است همگن  هايتصادفي با نمو فرآينديكn وm هاي متغيرmmn TT  

 هم توزيع هستند . nTو

1k  :  براي هر -ذ        



k

i

ik XT
1

كه در آن   pGX i ~ 
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),()(مطلوب است محاسبه  :12مثال kk TETVar 

حل:  از اين كه 
1 jj TT  متغيرهاي مستقل هندسي با پارامترp :هستند داريم 
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 حاسبه مطلوب است م :13لمثا 1793 751  TTTP ,, 

  :حل
   

           863863
8631793

24157151

57151751
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مطلوب است محاسبه  : 14مثال  57 TTE 
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mnبه طور كلي براي هر   : داريم 
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او را ساوار  ، افري كاه كناار خياباان منتظار ايساتاده اسات توقاف كاردهاحتمال اين كه راننده اي به اواره مس:    15مثال

است، البته رانندگان مختلف در تصميم گيري به توقف يا عدم توقف عملكردي مستقل دارند. اگر مسافري متوجه  p/040كند

اماين اتومبيال ياا يكاي از 37كاه بتواناد ساوار اتومبيل از كنار او گذوته و متوقف نشده اند، احتمال اين 30وود كه تاكنون 

 اتومبيلهاي قبل از آن وود چه قدر است؟

 متغير تصادفي  حل :
1T  مسافر سوار ووداولين كه بايستي عبور كنند تا  است تعداد اتومبيلهايي 

   303713037 1111  TTPTTP 
                        7

1 960171 )/( TP )خاصيت بدون حافظگي( 
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 تمرین: 
بر حسب  ،تعريف مي كنيم 0يا  1را برابر nXدرصد اتومبيلها به طرف چپ جاده مي پيچند.  07در تقاطع جاده اي حدود  -1

ان اتومبيلها مستقل از يكديگر در انتخاب مسير امين اتومبيل به طرف چپ يا  به طرف راست جاده بپيچد. اگر رانندگ  nآنكه 

 خود تصميم بگيرند هر يك از كميتهاي زير را محاسبه كنيد. 

 -الف 1100 4321  SSSSP  -ب ,,, 231 421  SSSP  -ج ,, 126 158  SSP , 

كه مشخصات لازم را ندارند كنار مي  و آنهايي مي كنندقطر بلبرينگهاي ساخته وده در يك خط توليد را اندازه گيري  -2

1nYn  فرض كنيد . گذارند  امين بلبرينگ بر حسب اينچ باود.   nقطر  ,

 بلبرينگ  400 هايي كه در بين اولين  اميد رياضي تعداد بلبرينگ -الف 

 توليدي ورايط مطلوب را ندارد چه قدر است؟

~)108,3(و  ]994/2و  006/3[قابل قبول عبارتند از  يانها)فرض كنيد كر 6NYn) 

).(مطلوب است محاسبه مقادير :   -ب 108 SSE  و],[ 86 108  SSP. 

 مي دهد.( انتخاب را نشان nتعداد بلبرينگ هاي نامطلوب در بين  nS)كه در آن 

 بلبرينگ    امين   kبراي پيدا كردن  لازم  تعداد آزمايشهاي kT اگر -ج

],,[نامطلوب باود ، مطلوب است محاسبه مقادير 1593 751  TTTP  و][ 36 TTE . 

 قسيم كنيد. محور زمان را به فواصلي به اندازه يك ثانيه ت -3

01در غير اين صورت  1nXام اتومبيلي از اين نقطه عبور كند قرار دهيد  nاگر در طي ثانيه   nXn فرض كنيد تعداد  .,

امين  kتعداد ثانيه هاي لازم براي عبور kT .اتومبيلهايي كه در فواصل زماني جدا از هم از نقطه مفروض مي گذرند مستقلند

تعداد وسايل نقليه اي باود كه در بازه زماني  nSوسيله نقليه از آن نقطه و n,0  4از نقطه ثابت عبور مي كنند و نرخ عبور 

 زير را محاسبه نماييد.  ييتهاكم اتومبيل در هر دقيقه باود.

 -الف 1nXP    ب-  1234 TTP           ج-  313 TTE    

S,S[P[ -د 207 3010       و)SS(Var 2010 23        ذ-  32 5TTVar   

},1{فرض كنيد  --4 nX n   يك دنباله از متغيرهاي تصادفي مستقل برنولي      با احتمال موفقيتp .باود 

اگر      



n

i

in XS
1

]2,1,0,2...,[و    kkSPp nn     آنگاه 

11ثابت كنيد براي هر  -الف

11

  nqpppp nnn 1و )(,
0

p)( 1 qp. 

},{دنباله توابع احتمال  Zبا استفاده از تبديل -ب 1npn ثابت كنيد 
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