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معرفی یک تبدیل مفید برای متغیرهای تصادفی و ارائه برخی کاربردها از جمله توزیع مجموع و مجموع  این بخش شامل   

تعدا تصادفی متغیرهای تصادفی مستقل می باشد. علاوه براین کاربرد این تبدیل در تحلیل مسایل مربوط به فرآیند پواسون و 

       ان خواهد شد.فرآیندهای زاد و مرگ در بخشهای دیگر بی

}یک متغیر تصادفی نامنفی با مقادیر Xفرض کنید  ,1, ,و دنباله توزیع احتمال    0{...,2 , ,...k 0 1 ][و  2 kXPpk  

zM)(که با نمادXمتغیرهای تصادفی zباشد تبدیل X
 نشان می دهند عبارت است از:  
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باشد،  دارای توزیع پواسون با پارامتر  X: اگر 1مثال   PX  .آن گاه:~
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باشد.  pفقیت دارای توزیع هندسی با احتمال مو X: اگر 2مثال  pGX  آن گاه :  ~
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باشد.  pاحتمال موفقیت  و  rدو جمله ای منفی با پارامترهای دارای توزیع  X: اگر 3مثال   prNBX از  آن گاه   ~,

 اینکه 
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 زيع مجموع متغيرهاي تصادفي تو

 مثال، وزن . برایم مواجه می شویمتغیرهای تصادفی  مجموع از اگر به اطراف خودمان توجه کنیم همواره با نمونه هایی

ی را سیله خانگل یک وکوان به صورت مجموع وزنهای اقلام انفرادی بیان کرد . هزینه کل یک محموله از اقلام کالا را می ت

 زیع مجموعتو یینتعمی توان به صورت مجموع هزینه های مؤلفه هایی که محصول تکمیل شده را تشکیل می دهند بیان کرد. 

 . بخش استاز اهداف این  zمتغیرهای تصادفی مستقل به کمک تبدیل 

دانشجو به  nدر هر ماه است. اگر و انحراف معیار  در یک جامعه دانشجویی درآمدها، متغیر تصادفی با میانگین :۴مثال

 ست.رد توجه ایان موهیانه کل این دانشجوتصادف از این جامعه انتخاب شوند،  آن گاه میانگین و انحراف معیار درآمد ما

لامپ از این  ۴00ساعت باشد،  900رض کنید طول عمر یک نوع لامپ روشنایی متغیر تصادفی نمایی با میانگین : ف۵ مثال

 وجه است.تلامپ و توزیع عمر کل آنها یک مسأله آماری مورد  ۴00نوع خریداری شده است. میانگین طول عمر این 

 بزاری کلیدی برای اهداف این بخش می باشد.قضایای زیر ا

 دو متغیرتصادفی نامنفی با مقادیر صحیح و مستقل از هم باشند  آن گاه  YوX: اگر  1قضیه

                                             zMzMzM YXYX .
 

 :هستند یکسان zدارای تبدیلهای  یکسانتوزیعهای احتمال  )یکتایی(  2قضیه 

)()()()( tFtFzMzM YXYX  
12 :  اگر3قضیه XXX n ,,,    :متغیرهای تصادفی مستقل از هم با مقادیر صحیح مثبت باشند  آن گاه 
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 یک متغیر تصادفی نامنفی با مقادیر صحیح باشد،  آن گاه X: اگر ۴قضیه 
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1زیرا تا جمله  kj هد بود، بنابراین داریم:تمامی جملات صفر خوا 
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         : در نتیجه  ( ) ( )

! !

k k
X

k zk

z

d M z M
p

k d k
 0

1 0 

 مجموع تصادفي از متغيرهاي تصادفي توزيع 

یم. چنین ر نظر می گیرد -که تعداد جملات آنها نیز تصادفی است -را هایی از متغیرهای تصادفی در این بخش مجموع

 .مورد نیاز هستندینه های کاربردی هایی در بسیاری زم مجموع

 iXی کند، اگر مروز پیروی  در تصادفدر یک بزرگراه از توزیع پواسون با میانگین دو وهاتعداد تصادفات خودر: ۶مثال

اف معیار آن در ماه یک مسأله مهم ام متحمل شود، در این صورت هزینه کل، میانگین و انحرiهزینه ای باشد که تصادف 

 است. علاقهمورد 

قلم در ساعت پیروی می کند،  10: تعداد اقلام کالاهای معیوب تولیدی کارخانه ای از توزیع پواسون با میانگین 7مثال

. کل است تومان هزار دو و انحراف معیار اد هزار تومانهزینه تعمیر هر قلم کالای معیوب، متغیری تصادفی با میانگین هشت

 ساعته مورد توجه است. 2۴هزینه اقلام معیوب تعمیری در یک دوره 

: فرض کنید7قضیه  1nX n یک متغیر  Nدنباله ای از متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع با مقادیر صحیح مثبت و   ,

               :ها باشد.  آن گاه iXاز  منفی با مقادیر صحیح و مستقل تصادفی نا  ( ( ))
N iS N XM z M M z 

    که در آن    
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 :و استقلال و هم توزیع بودن داریم با استفاده از تعریف امید ریاضی شرطی مکرر اثبات : 
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فرض کنید : 8مثال PN ~)(و ~ pberX i  و مستقل از هم وN مستقل ازiX .اگرها باشد 
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pSNCov N ),( 
 حل : طبق تعریف داریم :
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:             در نتیجه با جایگزینی، به دست می آوریم   2  pSNE N. 

:                                    بنابراین     pppSNCov N  22, 

با  خودپیروی می کند. هر پرنده در مسیر تعداد پرندگان مهاجر از ناحیه ای به ناحیه دیگر از توزیع پواسون با نرخ: 9مثال

 .تمهاجر تلف می شود. مطلوب است تعیین میانگین و انحراف معیار تعداد کل پرندگان تلف شده در مسیر p احتمال

تعداد کل پرندگان تلف شده در  .امین پرنده تلف نشودiاگر 0iXامین پرنده تلف شود وiاگر1iXحل : با تعریف 

مسیربرابر است با   
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iN XS
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و  NES، بنابراین کافیست    NSVar  به سادگی  1.3.1را محاسبه نماییم، که بنا به قضیه

 .قابل محاسبه هستند

 

 تبديل لاپلاس يك متغير تصادفي   

تبدیل لاپلاس استیلجس متغیر  گاهباشد  آن x(f(و تابع چگالی F(x) یک متغیر تصادفی نامنفی با تابع توزیع  Xاگر

 : به صورت زیر تعریف می شود F(x)  یا تابع توزیع  Xتصادفی  
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XYاگر : 8 قضیه   ادفی پیوسته نامنفی و مستقل باشند  آن گاه:صدو متغیر ت ,
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12هرگاه   :9 قضیه XXX n      :آن گاهمتغیرهای تصادفی مستقل ، پیوسته و نامنفی باشند   ,...,,   sfsf
n

i

XS in 



1

**         
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  آن گاه:تصادفی هم توزیع نیزباشند یاگرمتغیرها بویژه   
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 .توزیعهای متمایز دارای تبدیلهای لاپلاس متمایز هستند :10قضیه

RttFtFsfsf YXyX  ,)()()()( ** 

,,...,,~)exp(: هرگاه  10 مثال iXni 21 دهید: نشان از یکدیگر باشند و مستقل   
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: فرض کنید  10 قضیه 1nX n ی مستقل ،نامنفی وهم توزیع با تبدیل لاپلاس مشترك دنباله ای از متغیرهای تصادف ,

)(* sf X1
z , (z)Mگسسته نامنفی با  تبدیلتصادفی یک متغیر  Nباشند و   N وN مستقل ازiX  آن گاه:  ها باشد 
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 تمرين:



 1398دانشگاه فردوسی مشهد        و کاربردها             Zتبدیل                             
 

 

 

,,..., :با تابع احتمال  Nتعداد یک نوع گیاه در یک منطقه متغیر تصادفی -1
!

)(),ln(, 21110  n
n

q
nqq

n


 است

است. میانگین و  p تعداد بذرهای حاصل از هر یک از این گیاهان که به گل می نشیند یک متغیر تصادفی پواسون با نرخ و

)(را تعیین کنید  بذرهاواریانس تعداد  1 qp . 

امین مشتری خرج می iاست و مبلغی که  ادفی پواسون با نرخ ز متغیر تصتعداد مشتریان یک فروشگاه بزرگ در هر رو -2

کند متغیر تصادفی نمایی با متوسط 


 است. مطلوبست تعیین متوسط و واریانس کل فروش این فروشگاه در یک روز. 1

صادفی خت گیری به یک جایگاه بنزین مراجعه می کنند متغیر توستعداد اتومبیلهایی که در یک ساعت معین برای  -3

ط ا با متوسداد اتومبیلهومستقل از تع مستقل است . اگر مبالغ  پرداختی توسط رانندگان متغیرهای تصادفی 30پواسون با نرخ 

 ید .مایساعت را تعین ن یکباشند . میانگین و واریانس کل فروش این جایگاه در طول  100واریانس  و 1200

} فرض کنید -۴ , }nX n 1  دنباله از متغیرهای تصادفی مستقل برنولی با احتمال موفقیت  یکp  باشد. اگر
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11ثابت کنید برای هر  -الف 11   nqpppp nnn 10و )(, p)( 1 qp. 

}دنباله توابع احتمال  Zبا استفاده از تبدیل -ب , }np n 1 ثابت کنید  [ ( ) ],n

np q p n   
1 1 0
2

 

 احتمال زیر تابعاد تخمهی تولید شده هر حشره از توزیع با است به طوریکه تعدتخم ریزی در حشرات یک متغیر تصادفی  -۵

)(.,2,1,0,.....1,10  پیروی می کند.  qppnpqnNPp n

n 

) )10اگر شانس تبدیل هر تخم به یک حشره جدید برابر    باشد و 1 آنگاه نشان دهید تعداد کل حشرات .

 یکند.در یک نسل از توزیعی با تابع احتمال زیر پیروی م
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