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 فرآیند تصادفی پواسن
 دکتر محمد امینی 

دانشکده علوم ریاضی   
 دانشگاه فردوسی مشهد

 

6۱۳۹  

 دانشگاه فردوسی مشهد



 
 تعاريف و ويژگيها 

پواسون بخصوص به عنوان مدل مراجعه به فروشگاهها، درخواست  فرآيندپواسون كاربردهاي بسيار زيادي دارد. از  فرآيند

می شود.  و اكتيو كه به يك شمارشگر برخورد می كنند و نظاير اينها استفادهمكالمه تلفنی از طريق مركز تلفن، تعداد ذرات رادي

 را(نقطه اي فرآيند)پواسون يك مدل كلی تصادفی كه براي توصيف چنين وقايعی استفاده می شود يعنی  فرآيندقبل از معرفی 

 می نماييم. معرفی

تصادفی  فرآيند :1تعريف 0ttN  با فضاي وضعيت ),( ,......2,1,0  نقطه اي نامند اگر داراي ويژگيهاي زير  فرآيندرا يك

 باشد:

stاگر -الف   آنگاه)()( sNtN  

sttNsNبراي هر -ب  بازهتعدادوقايع رخ داده در)()(, st, .باشد 

 دهد. ي را ساده نامند اگر در هر زمان فقط يك واقعه رخ نقطه ا فرآينديك : 2تعريف 

 

 .يك تابع پله اي غيرنزولی استtN)(نقطه اي ساده فرآيندير نمونه اي مس

 د. نهاي نقطه اي ايستا نيستفرآيند تذكر:

نقطه اي فرآيند : ۳ف تعري 0ttN  وهاي آن همگن باشند. را همگن يا ايستا نامند اگر نم ),(

نقطه اي  فرآيند : 4تعريف 0ttN  است. اگر داراي ويژگيهاي زير باشد. 0پواسون همگن با نرخ  فرآينديك  ),(

00  -الف )(N 

 ع در بازه هاي زمانیمستقل باشد يعنی تعداد وقاي هايبا نمو tN)( فرآيند -ب



 مجزا مستقل از هم باشند.

 داراي توزيع پواسون با پارامتر  ,s)(tدر هر بازه tN)( فرآيندنموهاي  -ج

)( st  باشد. يعنی     ,...,,,
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0st,             ،   براي هر  يا به عبارتی ديگر     sPtNstN ~ 

نقطه اي  فرآيند :1قضيه 0ttN 00با  ),( )(N  پواسون همگن با نرخ  فرآينديك  است. اگر و فقط اگر داراي

 ويژگيهاي زير باشد.

 فرآيند -۱ )(tN اي مستقل باشد.با نموه 

ساده باشد يعنی  -2  )()()( totNttNP  2 

داشته باشيم  -۳  )()()( tottNttNP  1 

 برقرار هستند اگر و تنها اگر: ۳و2و۱يعنی شرايط  .0tكه در آن 
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                             : در نتيجه   tPtN ~ 

Tnوt(P~)t(N( اگر :۲يه قض  زمان وقوع n  پواسون  فرآيند واقعهامين 0ttN  توزيع گاما داراي nTآنگاهباشد. ),(

 ست .اوnباپارامترهاي

 : شرطی زير استكليد اثبات اين قضيه گزاره دو برهان: 

  ntNtTn  

               :و گزاره فوق داريم  ۱با استفاده از قضيه      
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01                 : و از آنجا داريم          
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   :             و اين حكم را ثابت می كند.  يعنی  ,~ nTn . 

~)exp(آن گاه  1nگر ا 1ه نتيج 1T  و علاوه بر اين متغيرهاي تصادفی 21   iTTY iii مستقل از هم و با  ,

1T .هم توزيع هستند 

 نقطه اي فرآيند :۳ قضيه 0ttN 00با  ),( )(N  با نرخ پواسون  فرآينديك است اگر و تنها اگر فواصل زمانی بين وقايع

متوالی آن متغيرهاي تصادفی مستقل نمايی با ميانگين 


 باشند.  1

پواسون  فرآيندرخ می دهد می توان توسط يك   t  بكه كامپيوتري تا لحظهشيك  در كهرا  tN)(  اشتباهات تعداد  : 1مثال

در هر ساعت  (ساعت يك اشتباه رخ می دهد. 4به طور متوسط پس از هر  اگر تشريح نمود
4
1

(  

  اشتباه در فاصله يك   حداكثر  رخ دادن احتمال  -لفا 80,   دو  و لااقل 

اشتباه در فاصله  168,  و حداكثر يك اشتباه در فاصله 2416, چه قدر است؟ 

 ساعت رخ دهد چه قدر است؟ 8احتمال اين كه سومين اشتباه پس از  -ب

پواسون با نرخ  فرآيندداراي    (t)در بازه اي به طول  tتعداد اشتباهات تا زمان  tN)(     -:الف  حل
4
است. از اين  1

كه tN مستقل است داريم هايبا نمو: 
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اين كهاز  –ب 
3 ~ (3, 0.25)T  داريم: 
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 پواسون فرآيندويژگيهاي 
 پواسون  در توزيعبرآورد -1

 داريم:0aبنا به نامساوي چپيشف براي هر 
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 :بنابراين .  مساوي به سمت صفر ميل می كند ناسمت راست  tهرگاه
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 هاي پواسون مستقلفرآيندمجموع  -۲

)(),,...,,()(~)(     : 4قضيه tPtNniوtN iii 21  .آنگاهها مستقل از هم باشند: 

)(~)()(  
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 پواسون مستقل فرآيندتفاضل دو  -۳
فرض كنيد   tPtN 11 ~ و   tPtN 22 ~ و مستقل از هم باشند آن گاه :      tNtNtN 21    پواسون نيست.  فرآيند

 :زيرا 

   ttEN 21      و        ttNVar 21     

 بستگي فرآيند پواسونتابع خودهم -4

)(~)(اگر : ۵قضيه tPtN    براي هر آنگاهt,s     :  

st
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 داريم ,stبراي هر اثبات :
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   s   و t هر برايبرقرار باشد؛ آنگاه  ۵ قضيه شرايط اگر :۲ نتيجه
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 پواسون فرآيندتوزيع دو جمله اي و  
يكی از توزيع هاي مرتبط با توزيع پواسون توزيع دوجمله اي است؛ بر اساس اين نتيجه معروف كه توزيع شرطی يك متغير    

د كه در تصادفی پواسون به شرط معلوم بودن مجموع دو متغير تصادفی مستقل پواسون يك متغير دوجمله اي است. انتظار می رو

 مورد فرآيند پواسون نيز اين نتيجه برقرار باشد. در قضيه بعدي اين نتيجه بيان و اثبات می شود.

)(~)(اگر  : 6قضيه tPtN ،  هر  براي  آن گاه  t<s  
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ر يك روز كاري دفروند  24پواسون با نرخ  فرآينداز تعداد هواپيماهاي خصوصی كه از فرودگاه محلی پرواز می كنند  :4مثال 

 هشت ساعتی پيروي می كند.

 دقيقه اي يا كمتر باشد چه قدر است ؟ ۳0اين كه بين پروازهاي متوالی فاصله زمانی   احتمال –الف 

نج تااي باشداحتمال اين كه لااقل پ   شده  نجاما  فرودگاه  اين از   پرواز  20روز كاري   يك ر د اگر  –ب 

 نجام گرفته باشد چه قدر است ؟اآنها در دو ساعت اول روز 



 

 –الف   حل :

)(~)( tPtN 3  نجام شده در هر ساعتا تعداد پروازهاي 

 پسچون فاصله زمانی بين وقايع متوالی پواسون متغير تصادفی نمايی است 

)exp(~ 3T (بنابراين:یفاصله زمانی بين دو پرواز متوال ، ) 
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تعاداد مراجعاه  tN)(در هر دقيقه مراجعه می كنند اگار2پواسون با نرخ  فرآيندمشتريان يك فروشگاه بر اساس  :۵مثال 

 را حساب كنيد.باشند، هر يك از احتمالات زير  tكنندگان تا لحظه

         - الف 21 )(NP                        ب–     6321  )(,)( NNP 
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 پواسون فرآيندتفكيك 

با نرخ مجموع نرخ ها می  بررسی شد كه مجموع فرآيندهاي تصادفی پواسون مستقل يك فرآيند پواسون در بخش قبل    

باشد. در اين بخش شرايطی بيان می شود كه يك فرآيند پواسون با نرخ معلوم قابل تجزيه به فرآيند هاي پواسون مستقل می 

 باشد.

يد فرض كن  :۷قضيه 0ttN گزارش شود. و pمستقل از هم با احتمال فرآيندو وقايع  باشد پواسون با نرخ  فرآيند ),(

)(. نشود گزارشqاحتمال با 1 qp   

 و .tتعداد وقايع گزارش شده تا زمان   tM1)( اگر در اينصورت

)(tM2  تعداد وقايع گزارش نشده تا زمانt. 

)(~)(,)(~)(             -:   الفآنگاه qtPtMptPtM  21 

)(,)(فرآيندهاي  -ب          21 tMtM .مستقل از هم هستند 

 مقانون احتمال كل داريااستفاده از ب -الف اثبات:

   

   




























 









0

1
0

0
11

k

kn
knt

k

k

qp
n

kn

kn

te

kntNntMPkntNP

kntNntMPntMP

)!(

)(

)()(..)(

)(,)()(



 

))()((~),(: زيرا pknBkntNtM 1                            

Ppاگر )گزارش هر واقعه(    )و )عدم گزارش واقعهPq  آنگاه 
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2)(با استدلالی مشابه براي فرآيند  tM  .نيز ثابت می شود 

براي هر  -ب ,......3,2,1,0, ji داريم 
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 زمين لرزه ها %۳0فرض كنيد در سال پيروي می كند  2پواسون با نرخ  فرآيندتعداد زمين لرزه ها در يك ناحيه از   :6 مثال

 يشتر  باشند.ر ۵داراي شدت بيش از 

 تاي آنها شديد باشند چقدر است؟2سال آينده رخ خواهد داد، لااقل 4زمين لرزه اي كه در  ۵احتمال اينكه از -الف

 چه قدر است؟ باشد شديد  دهد می ناحيه رخ  اين اي كه در اولين زمين لرزه احتمال اين كه -ب

 سال آينده زمين لرزه شديد رخ ندهد چه قدر است؟ ۵ز احتمال اين كه لااقل دردو سال ا -ج

 است . 2پواسون با نرخ  فرآيند t: تعداد كل زمين لرزه ها تا لحظه حل

                  )/(~)( tPtN 3021  شديد تا لحظه   يتعداد كل زمين لرزه هاt. 

                 )/(~)( tPtN 7022   ضعيف تا لحظه   يهاتعداد كل زمين لرزهt. 

 الف :
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)()/exp(~ XEX فاصله زمانی بين هر دو زمين لرزه شديد 

                       
14
10

41
141 
/

)()/exp(~ XEY  مانی بين هر دو زمين لرزه ضعيففاصله ز 

 YX    . د خواهد بودياولين زمين لرزه شد

  . اولين زمين لرزه ضعيف خواهد بود XY 

           YX ),()(مستقل از هم هستند زيرا  , tNtN  همستقل از هم هستند. در نتيج 12
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 دوباره شروع شده پواسون  فرآيند 

)0(0   صفر شروع به فعاليت می كند؛ يعنی  يك فرآيند پواسون؛ همواره از لحظه           N  0(,0يا(  iiN .

فعاليت  بهامين واقعه شروع  kو يا زمان رخ دادن    Tيا زمان تصادفی  sدر بسياري از موارد اين فرآيند از لحظه ثابت  

 . بررسی رفتار فرآيند پواسون با اين شرايط نيز به دليل كاربردهاي خاص مورد توجه می باشد.كندمی 

 

)()(~)(  فرض كنيد :8ه قضي tPtNوN 00  در اين صورت        : 0,,)()()(  tssNstNtX  يك فرآيند

 است. با نرخ  پواسون

 

باشد. آنگاه  tN)(يك متغير تصادفی نامنفی و مستقل از  T اگر. ۹ قضيه 0,)()()(  tTNtTNtX  يك فرآيند

 .است  با نرخ  پواسون

 

آنگاه امين واقعه باشد.  kزمان رخداد  kT اگر :1۰ ضيهق 0,)()()(  tTNtTNtX kk  يك فرآيند پواسون با نرخ

  است. 



 پواسون و توزيع يكنواخت فرآيند      
آنگاه زمان تصادفی 1)s(Nنشان می دهد كه اگر قضيه زير     

1T  0,[كه اولين و تنها پيشامد پواسون در بازه[ s   رخ ميدهد

]0,[داراي توزيع يكنواخت روي بازه    s .يعنی اگر تعداد رخدادها در يك بازه مشخص معلوم باشد آنگاه زمان رخدادها  است

 هاي تصادفی يكنواخت هستند.متغير 

)()(~)(اگر : 11 قضيه tPtNوN 00   0آن گاه براي هرs  ، 

   sUsNT ,~ 011  

stبراي هر   اثبات: 0 : داريم 
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از طرفی    ssesNP   و  1       tTPtTsNPsNtTP  111 11  و   ,.

],[)چون در بازه   s0 است(تنها يك واقعه رخ داده 

11 1  )()(|)( tNsNtTsN 
 بنابراين

در نتيجه                          
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)(~),(.                                يعنی ،  sUsNT 011   

 پواسون و توزيع هندسي فرآيند
 توزيعهاي هندسی و نمايی از اين نظر كه تنها توزيعهايی هستند كه داراي خاصيت       

پواسون و توزيع نمايی  فرآيندبين  نزديكثابت كرديم كه يك رابطه  4.۱.2بدون حافظگی اند يكتا می باشند، از طرفی در قضيه

 .را بيان می كنداين ارتباط  ی مورد توجه است . قضيه زيرپواسون و توزيع هندس فرآيندوجود دارد. بنابراين بررسی رابطه بين 
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باشند. متغيرهاي تصادفی  2و  1پواسون مستقل از هم به ترتيب با نرخهاي  فرآينددو tN2)(و  tN1)(فرض كنيد  :1۲قضيه

1N2وN  .را به صورت زير در نظر بگيريد 

1N  فرآيندتعداد وقايع )(tN1  كه بين هر دو واقعه متوالی از)(tN2  .رخ می دهد 

2N  فرآيندتعداد وقايع )(tN2  كه بين هر دو واقعه متوالی از)(1 tN .رخ می دهد 

~)(  -الف            در اين صورت ،  
21
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1nnكه در لحظات  tN2)(عه بين دو واق tN1)( فرآيندتعداد وقايع  nNاگر  :۳ نتيجه TT . آن گاه ، باشدرخ می دهند ,

 1nNn يك دنباله از متغيرهاي تصادفی مستقل هندسی با پارامتر ,
21

2






 هستند.  

اين تصادفات كلی   درصد 60پيروي كند و ۵پواسون با نرخ  فرآيندهرگاه تعداد تصادفات ماهانه در يك بزرگراه از  : ۷مثال

 :احتمال اين كهشوندومنجر به مرگ 

 در ماه آينده بين دو تصادف كلی بيش از سه تصادف جزيی رخ دهد چه قدر است؟ -الف

 بين دو تصادف جزيی بيش از سه تصادف كلی رخ دهد چه قدر است؟ -ب

 دهد چه قدر است؟ رخ   تصادف جزيی  ۵از و سومين تصادف كلی بيش   بين اولين -ج

 حل: 

)(~)( tPtN  تعداد كل تصادفات 5

)(~)( tPtN  تعداد تصادفات كلی  31

)(~)( tPtN  تعداد تصادفات جزيی 22
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 تعداد تصادفات كلی بين دو تصادف جزيی 
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 داد تصادفات جزيی بين دوتصادف كلیتع 

 -الف 32 NP       ب-  31 NP                به عنوان تمرين -ج 



 

 

 پواسون خوشه اي فرآيند
ا هم رخ فرض كرديم كه در هر لحظه تنها يك واقعه رخ دهد، حال فرض كنيم كه در هر لحظه چندين واقعه بتوانند ب ۱در بخش

 دهند، يعنی در هر لحظه زمانی تعدادي واقعه داشته باشيم، و می پذيريم كه

 است. پواسون با نرخ  فرآيند tتعداد دسته ها در لحظه  –الف 

 امين iهر دسته شامل تعداد تصادفی واقعه است، )يعنی تعداد وقايع  -ب

 دو مستقل و از يك توزيع پيروي می كنند.ه دسته يك متغير تصادفی است(. و تعداد وقايع در دسته هاي مختلف دوب

 …مختلف بويژه در صفهاي گروهی، نظريه مخاطره جمعی و  يلپواسون خوشه اي در مسا فرآيندبا توجه به كاربرد مهم 

 .می پردازيم  فرآيندخوشه اي دراين بخش به بررسی ويژگيهاي اين  پواسونفرآيندوحل مسايل عملی بسياري به كمك 

)0(0  شمارشی با فرآينديك  tN)(فرض كنيد  : ۵تعريف N   و غيرساده باشد يعنی وقايع آن به صورت گروهی رخ

يعنی  tتا زمان  رخ می دهد باشدآن گاه تعداد كل وقايع iTمان تعداد اعضاي گروهی كه در ز iXاگر .دهند
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tN

i

iXtX
1

را 

 پواسون خوشه اي يا مركب می نامند.  فرآينديك 

 نظريه زيان  
پيروي می كند و ميزان  تقاضا ها متغيرهاي  از فرآيند پواسون با نرخ  ل شده به يك شركت بيمهتعداد تقاضاهاي واص    

هستند. در اين صورت xF)(تصادفی مستقل و همتوزيع با توزيع معلوم 



)(

1

)(
tN

k

kYtX  ميزان كل مطالبات تا لحظهt  يا ميزان

و نرخ حق بيمه  uاست. اگر علاوه بر اين سرمايه اوليه شركت بيمه  tكل خسارت پرداخت شده توسط شركت بيمه تا لحظه 

)(.)(. از عبارت است tباشد آنگاه سرمايه در گردش شركت بيمه در لحظه  خالص  tXtutU  . 

)(0اگر از  tU  يعنی)(. tXtu   آنگاه شركت بيمه ورشكست می شود. به اين دليل در كاربردها به جاي)(tU  از

 )(,0max)( tUtY  .استفاده می شود 



 موجودي انبارنظريه 
موجودي  يابد. افزايش می  ب يك سد يا موجودي انبار يك فروشگاه بزرگ را در نظر بگيريد كه با نرخ ثابت آحجم   

uXنقطه شروع انبار در  )0(  اگر موجودي انبار متناظر با يك فرآيند پواسون كاهش يابد و ميزان كاهش متغيرهاي تصادفی .

)(.)(مستقل و همتوزيع با توزيع معلوم باشند. آنگاه  tXtutU    ميزان حجم آب سد در لحظهt  و يا موجودي قابل

)(0نرخ ثابت جايگزينی كالاهاي مصرف شده و  در اين صورت دسترس انبار فروشگاه را نشان می دهد.  tU  موجودي

 صفر انبار و يا سد خالی از آب را بيان می كند. 

درصدزمين لرزه ها ۱0در سال پيروي می كند. هر گاه ۳پواسون با نرخ  فرآيندتعداد زمين لرزه ها در يك ناحيه از :  8مثال

 باتابع احتمال زيرباشد یديده هر زمين لرزه شديديك متغيرتصادف باشدوتعدادافرادحادثه شديد

   ,...,211   kpqkXP k 
 چه قدر است؟ tمتوسط تعداد افراد صدمه ديده تا لحظه  -الف

 ثر زمين لرزه شديد حادثه ببينند چه قدر است؟انفر بر ۵ينده بيش از احتمال اين كه در دو سال آ -ب

 حل :

)/(~)( tPtN 301  تعداد زمين لرزه هاي شديد تا لحظهt   و  
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1

تعداد كل افراد صدمه ديده در  iX    و t تعداد كل افراد صدمه ديده از زمين لرزه هاي شديد تا لحظه 

 ام.iزمين لرزه شديد 

 داريم: استفاده ار ويژگيهاي تابع مولد احتمال  با-الف
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تلفن در ساعت  ۱۵پواسون با نرخ  فرآيند، در منطقه خاصی می رسد براي سرويس به شركت تلفن يی كهتعداد تلفنها : ۹ مثال

 دقيقه است.  ۱۵دقيقه و انحراف معيار  ۹0متغيري تصادفی با ميانگين  سرويساست . زمان 

 ساعته چه قدر است ؟ 8وره د در طی يك سرويسهاو انحراف معيار زمان كل  اميد رياضی – الف

ساعته دارد. احتمال  8در طی يك دوره  سرويسساعت  200اين شركت تكنسين هاي كافی براي پوشش دادن به  – ب

 اين كه تكنسين هاي كافی براي پوشش دادن به كار مورد نياز وجود داشته باشد چه قدر است ؟

)(~)(                حل :  tPtN 15  تعداد تلفنها براي سرويس به شركت تا لحظهt 

51/)( iXE    و
4
1

)( iXVar  وiX  زمان برطرف كردن اشكالiام 
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iXtX    حظه زمان سرويس تا لكلt. 
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  با استفاده از تقريب نرمال احتمال فوق قابل محاسبه خواهد بود.

  

 


