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١ ف  ص  ل

اح  ت  م  الات

ول  ی ن  ب  اش  د م  ش  خ  ص ق  ط  ع ط  ور ب  ه آن ن  ت  ی  ج  ه ب  ود، ھ م  راه ات  ف  اق ب  ا ک  ه آزم  ای  ش ھ ر ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش

ن  ام  ن  د. ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ی  ک را ب  اش  د پ  ی  ش ب  ی  ن  ی ق  اب  ل آن ح  الات ت  م  ام م  ج  م  وع  ه

Ω ب  ا آن را و ن  ام  ن  د ن  م  ون  ه ف  ض  ای را ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ی  ک م  م  ک  ن ن  ت  ای  ج ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ن  م  ون  ه ف  ض  ای

م  ی دھ ن  د. ن  م  ای  ش

Ω = R+ ن  ازک: س  ن  گ ق  ط  ع  ه ی  ک ک  ری  س  ت  ال م  ی  زان -١ .١ . ١ . ١ م  ث  ال

Ω = R+ ش  ده، ان  ت  خ  اب س  ن  گ ن  م  ون  ه ی  ک ط  ول ان  دازه -٢

Ω = {۰,۱,۲, · · · } دھ د. رخ ن  اح  ی  ه ی  ک در س  الان  ه ک  ه ل  رزه ھ ای  ی زم  ی  ن ت  ع  داد -٣

{A,B,O,AB} ف  رد: ی  ک خ  ون  ی گ  روه -۴

چ  اه: ن  م  ون  ه ی  ک آب ش  وری درص  د -۵

.t ل  ح  ظ  ه در س  د ی  ک پ  ش  ت آب س  ط  ح -۶

ن  ام  ن  د. گ  س  س  ت  ه را ۴ و ٣ ش  م  ارش پ  ذی  ر ی  ا م  ت  ن  اھ ی ن  م  ون  ه ف  ض  اھ ای گ  س  س  ت  ه ن  م  ون  ه ف  ض  ای

۴



۵ اح  ت  م  الات

ع  ض  وی ت  ک پ  ی  ش  ام  دھ ای ن  ام  ن  د، ت  ص  ادف  ی پ  ی  ش  ام  د ی  ک را ن  م  ون  ه ف  ض  ای زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ر ت  ص  ادف  ی پ  ی  ش  ام  د

ن  ام  ن  د. ح  ت  م  ی پ  ی  ش  ام  د را (Ω) ن  م  ون  ه ف  ض  ای م  ح  ال، پ  ی  ش  ام  د را ت  ه  ی(∅) س  اده، را

(disjoint = (م  ج  زا ن  اس  ازگ  ار پ  ی  ش  ام  دھ ای

A ∩B = ∅ اگ  ر ھ س  ت  ن  د م  ج  زا B و A پ  ی  ش  ام  د دو -١

Ai ∩ Aj = ∅ , ∀i ̸= j اگ  ر: ن  ام  ن  د م  ج  زا دو ب  ه دو را {Ai,j ≥ ۱} پ  ی  ش  ام  دھ ای دن  ب  ال  ه -٢

اح  ت  م  ال م  دل ١ . ٢

م  ت  ن  اھ ی اح  ت  م  ال م  دل ١ . ٢ . ١

و ۰ ≤ Pi ≤ ۱ ک  ه، ق  س  م  ی ب  ه i = ۱,۲, · · · , n و Pi = P [{ei}] و Ω = {e۱, e۲, · · · , en} اگ  ر

،A ⊆ Ω پ  ی  ش  ام  د ھ ر ب  رای ای  ن ص  ورت در ،
n∑

i=۱
Pi = ۱

P (A) =
∑

{j,ej∈A}

Pj

ی  ک  ن  واخ  ت اح  ت  م  ال م  دل ١ . ٢ . ٢

آن گ  اه ،i = ۱,۲, · · · , n و Pi =
۱
n

اگ  ر

P (A) =
A اع  ض  ای ت  ع  داد
Ω اع  ض  ای ت  ع  داد

=
n(A)

n(Ω)
=

م  س  اع  د ح  الات ک  ل ت  ع  داد
م  م  ک  ن ح  الات ک  ل ت  ع  داد

ش  ده م  ش  اھ ده ک  ری  س  ت  ال آن ھ ا ت  ای ٨ در س  ن  گ ن  وع ی  ک از ش  ده ان  ت  خ  اب ن  م  ون  ه ٢٠ ١-در .١ . ٢ . ١ م  ث  ال

اس  ت: چ  ق  در س  ن  گ ن  م  ون  ه ھ ر در ک  ری  س  ت  ال وج  ود ش  ان  س اس  ت،

P =
۷
۲۰ ;



۶ اح  ت  م  الات

ن  ام  ت  ن  اھ ی اح  ت  م  ال م  دل ١ . ٢ . ٣

آن گ  اه: Ω = [a, b]
a,b∈R

اگ  ر ال  ف-

∀A ⊆ Ω : P (A) =
|A|
|Ω|

=
A ط  ول
Ω ط  ول =

|A|
b− a

آن گ  اه ک  ران دار) زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک Ω) Ω ⊆ R۲ اگ  ر ب-

∀A ⊆ Ω : P (A) =
A م  س  اح  ت
Ω م  س  اح  ت

ک  ول  م  وگ  وروف م  وض  وع اص  ول

م  ی ت  وان  د F خ  اص ح  ال  ت در ب  اش  د Ω زی  رم  ج  م  وع  ه ھ ای از گ  ردای  ه ای F و ن  م  ون  ه ف  ض  ای ی  ک Ω ک  ن  ی  د ف  رض

س  ه در اگ  ر اس  ت اح  ت  م  ال ت  اب  ع ی  ک P : F → R م  ج  م  وع  ه ای ت  اب  ع ای  ن ص  ورت ب  اش  د،در Ω ت  وان م  ج  م  وع  ه

ک  ن  د ص  دق زی  ر اص  ل

∀A ⊆ F : P (A) ≥ ۰ ال  ف-

P (Ω) = ۱ ب-

،{Aj} م  ج  زای دو ب  ه دو دن  ب  ال  ه ب  رای ج-

P (
+∞∪
j=۱

Aj) =
+∞∑
j=۱

P (Aj) .

اس  اس  ی ق  ض  ای  ای

آن گ  اه ب  اش  د اح  ت  م  ال ت  اب  ع ی  ک P (·) و ن  م  ون  ه ف  ض  ای ی  ک Ω اگ  ر

(P (∅) = ۰ ) Ω از B و A پ  ی  ش  ام  د ھ ر ب  رای ال  ف-

P (Ac) = ۱− P (A) -١



٧ اح  ت  م  الات

A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B) -٢

(A−B ≡ A ∩Bc) P (A−B) = P (A)− P (A ∩B) -٣

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) -۴

P (A ∪B) = P (A) + P (B) آن گ  اه: A ∩B = ∅ اگ  ر -۵

آن گ  اه ب  اش  ن  د م  ج  زا دو ب  ه دو An, · · · , A۲, A۱ پ  ی  ش  ام  دھ ای اگ  ر -۶

P
( n∪
j=۱

Aj

)
=

n∑
j=۱

P (Aj)

اح  ت  م  ال ب  اش  د، Ω = [۰, a] ب  ازه در س  ن  گ ن  م  ون  ه ی  ک در م  وج  ود ک  ری  س  ت  ال م  ی  زان اگ  ر -١ .١ . ٢ . ٢ م  ث  ال

(۰ < c < d < a) ب  اش  د [c, d] ب  ازه در ک  ری  س  ت  ال ان  دازه آم  ده ب  دس  ت ن  م  ون  ه ی  ک در ای  ن ک  ه

P =
d− c

a
,

ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ش  ده ان  ت  خ  اب ن  م  ون  ه ی  ک در اس  ت، ش  ده ت  ع  ی  ی  ن [۰,۰٫۴] ب  ازه در چ  اه ی  ک ش  وری درص  د -٢

اس  ت: چ  ق  در ب  اش  د ۰٫۳ ح  داق  ل ش  وری م  ی  زان

P =
۰٫۴− ۰٫۳

۰٫۴ =
۱
۴ ی  ا P = ۱− ۰٫۳

۰٫۴ = ۱− ۳
۴ =

۱
۴

و P (A) = P (B) =
۱
۳ ک  ه ق  س  م  ی ب  ه ب  اش  ن  د Ω ن  م  ون  ه ف  ض  ای از پ  ی  ش  ام  د دو B و A اگ  ر -٣

م  ح  اس  ب  ه: م  ط  ل  وب  س  ت P (A ∩B) =
۱
۱۰

P (Ac) , P (A ∪B) , P (A−B) , P (A ∪Bc) , P (Ac ∪Bc)

آن ھ ا، ت  ای ۴ اگ  ر اس  ت، ش  ده ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه n = ۲۰ ت  ع  داد ط  لا، س  ن  گ م  ع  دل ی  ک از -۴

از ھ رگ  اه و ب  اش  ن  د، داش  ت  ه ط  لا زی  ادی م  ق  دار آن ھ ا ١٠ت  ای و ط  لا ک  م  ی م  ق  دار آن ھ ا ت  ای ۶ ط  لا، ف  اق  د

از ھ ری  ک اح  ت  م  الات م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت ش  ود، ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه ۵ م  وج  ود س  ن  گ ٢٠

زی  ر: پ  ی  ش  ام  دھ ای

ب  اش  ن  د. ط  لا زی  ادی م  ق  دار ح  اوی ن  م  ون  ه ۵ ھ ر ال  ف-



٨ اح  ت  م  الات

ب  اش  ن  د. داش  ت  ه زی  اد ط  لای ن  م  ون  ه ٣ دق  ی  ق  ا ب-

ب  اش  ن  د. داش  ت  ه زی  اد ط  لای ن  م  ون  ه ٣ ح  داق  ل ج-

ب  اش  ن  د. ک  م ی  ا زی  اد ط  لای ح  اوی ن  م  ون  ه ۵ ھ ر د-

م  س  ائ  ل  ی در ش  م  ارش  ی ق  وان  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ه ن  ی  از ف  وق م  س  ئ  ل  ه م  ش  اب  ه م  س  ائ  ل  ی ح  ل ب  رای .١ . ٢ . ٣ ت  وج  ه

م  ی ب  اش  د. زی  ر ب  ه ص  ورت ج  ع  ب  ه و م  ه  ره م  س  ائ  ل ب  ه م  ع  روف

ج  ع  ب  ه ای  ن از ت  ص  ادف ب  ه م  ه  ره n اس  ت، ن  وع) k از ک  ل  ی ح  ال  ت (در ن  وع دو از م  ه  ره N ش  ام  ل ج  ع  ب  ه ای

م  ی ش  ود ان  ت  خ  اب

n(Ω) = Nn = N ×N × · · · ×N︸ ︷︷ ︸
ب  ار n

ج  ای  گ  ذاری: ب  ا ن  م  ون  ه ب  رداری ال  ف-

n(Ω) = (N)n =
N !

(N − n)!
= P k

N ت  وج  ه: م  ورد ت  رت  ی  ب و ج  ای  گ  ذاری ب  دون ن  م  ون  ه ب  رداری ب-

n(Ω) =

(
N

n

)
=

N !

n!(N − n)!
ن  ی  س  ت. ت  وج  ه م  ورد ج  ای  گ  ذاری ب  دون ن  م  ون  ه ب  رداری ج-

آن گ  اه ب  اش  د (II و I (ن  وع م  ه  ره ن  وع دو ش  ام  ل ج  ع  ب  ه اگ  ر
N۱ ≡ I ن  وع م  ه  ره ھ ای ت  ع  داد

N۲ ≡ II ن  وع م  ه  ره ھ ای ت  ع  داد
P (I ن  وع از م  ه  ره k) =

P k
N۱ × P n−k

N−N۱

P n
N

ال  ف)

P (I ن  وع از م  ه  ره k) =

(
N۱
k

)
×
(
N−N۱
n−k

)(
N
n

) . ب)

ش  ون  د: ان  ت  خ  اب ج  ای  گ  ذاری ب  دون ن  م  ون  ه ھ ا اگ  ر :n = ۵ و N = ۲۰ ح  ل.

P زی  اد) ط  لای دارای ن  م  ون  ه ۵ (ھ ر =
(۱۰

۵
)(۲۰

۵
) و ت  رت  ی  ب، ب  ه ت  وج  ه ب  دون و ج  ای  گ  ذاری ب  دون ال  ف-

P زی  اد) ط  لای ن  م  ون  ه ٣ (دق  ی  ق  ا =
(۱۰

۳
)
×

(۱۰
۲
)(۲۰

۵
) ب)



٩ اح  ت  م  الات

P زی  اد) ط  لای ن  م  ون  ه ٣ (ح  داق  ل =
(۱۰

۳
)
×
(۱۰

۲
)(۲۰

۵
) +

(۱۰
۴
)(۱۰

۱
)(۲۰

۵
) +

(۱۰
۵
)(۲۰

۵
) ج)

ک  م ط  لای س  وم  ی و ط  لا ف  اق  د دوم  ی زی  اد، ط  لای اول  ی ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ش  ود ان  ت  خ  اب س  ن  گ ن  م  ون  ه ٣ اگ  ر -

ب  اش  د: داش  ت  ه

P =
P ۱
۱۰ × P ۱

۴ × P ۱
۶

P ۳
۲۰

.

ش  رط  ی اح  ت  م  ال

پ  ی  ش زی  ادی م  وارد ن  ی  ز ک  ارب  ردی م  س  ائ  ل در و اس  ت آم  ار در پ  رک  ارب  رد و م  ف  ی  د م  ف  ه  وم ی  ک ش  رط  ی اح  ت  م  ال

پ  ی  ش  ام  د ی  ک دادن رخ اح  ت  م  ال م  ی خ  واھ ی  م آزم  ای  ش ن  ت  ی  ج  ه م  ورد در ج  زئ  ی اط  لاع  ات داش  ت  ن ب  ا ک  ه م  ی آی  د

آوری  م: ب  دس  ت را م  ط  ال  ع  ه م  ورد

آن گ  اه: P (B) > ۰ و P (A) > ۰ و ب  اش  ن  د Ω ن  م  ون  ه ف  ض  ای از پ  ی  ش  ام  د دو B و A ک  ن  ی  د ف  رض

P داده) رخ ق  ب  لا B ای  ن ک  ه ش  رط ب  ه A دادن (رخ = P (A
∣∣B) =

P (A ∩B)

P (B)
(١)

P داده) رخ ق  ب  لا A ای  ن ک  ه ش  رط ب  ه B دادن (رخ = P (B
∣∣A) = P (A ∩B)

P (A)
. (٢)

اح  ت  م  ال در ض  رب ق  ان  ون

(١) ⇒ P (A ∩B) = P (A
∣∣B) · P (B)

(٢) ⇒ P (A ∩B) = P (B
∣∣A) · P (A) .



١٠ اح  ت  م  الات

Ω

B

AI

II

ک  ل اح  ت  م  ال ق  ان  ون

(١

P (A) = P (A ∩B)︸ ︷︷ ︸
II

+P (A ∩Bc︸ ︷︷ ︸
I

= P (B)·P (A
∣∣B) + P (Bc) · P (A

∣∣Bc) (٣)

در Ω =
n∪

j=۱
Aj ک  ه ق  س  م  ی ب  ه ب  اش  ن  د Ω از م  ج  زا دو ب  ه دو پ  ی  ش  ام  دھ ای An, · · · , A۲, A۱ اگ  ر

اس  ت: ش  ده اف  راز An, · · · , A۱ پ  ی  ش  ام  دھ ای ت  وس  ط Ω ف  ض  ای م  ی گ  وی  ن  د ای  ن ص  ورت

داری  م: B دی  گ  ر دل  خ  واه پ  ی  ش  ام  د ھ ر ب  رای

(٢

P (B) =
n∑

i=۱
P (Ai) · P (B

∣∣Ai) , P (Ai) > ۰ , (۴)

Ω

An
B

A۲A۱

ھ س  ت  ن  د. م  ع  روف (م  رک  ب) ک  ل اح  ت  م  ال ق  ان  ون ب  ه (۴) و (٣) رواب  ط

از ب  اش  د داده رخ B ک  ه زم  ان  ی Ai پ  ی  ش  ام  د ھ ر م  ح  اس  ب  ه ب  رای ب  الا ش  رای  ط ت  ح  ت :(Bayas) ب  ی  ز ق  ان  ون

م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده اس  ت ب  ی  ز ف  رم  ول ب  ه م  ع  روف ک  ه زی  ر راب  ط  ه

P (Ak

∣∣B) =
P (Ak) · P (B

∣∣Ak)

P (B)
=

P (Ak) · P (B
∣∣Ak)∑n

i=۱ P (Ai) · P (B
∣∣Ai)

, k = ۱,۲, · · · , n . (۵)

ج  دول در م  س ع  ی  ار م  ی  زان و ش  ده ب  رداش  ت ن  اح  ی  ه اس  اس ب  ر م  س س  ن  گ ن  م  ون  ه ١۵٠ ت  ع  داد .۴ . ١ . ٢ م  ث  ال

ش  ده ان  د: خ  لاص  ه زی  ر



١١ اح  ت  م  الات

س  ن  گ A B C

Low ک  م ع  ی  ار ٣٠ ١٩ ٨ ۵٧

Mean م  ت  وس  ط ع  ی  ار ١٠ ٢٠ ١٧ ۴٧

High زی  اد: ع  ی  ار ١۵ ١٨ ١٣ ۴۶

۵۵ ۵٧ ٣٨

ش  د. ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه ای

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د ب  الا ع  ی  ار دارای ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

P (H) = P (A) · P (H
∣∣A) + P (B) · P (H

∣∣B) + P (C) · P (H
∣∣C) =

۴۶
۱۵۰

چ  ق  در ب  اش  د ش  ده ب  رداش  ت θ ن  اح  ی  ه از ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال اس  ت ب  وده ب  الا ع  ی  ار دارای آم  ده ب  دس  ت ن  م  ون  ه ب-

اس  ت؟

P (A
∣∣H) =

P (A) · P (H
∣∣A)

P (H)
=

۵۵
۱۵۰ × ۱۵

۵۵
۴۶
۱۵۰

=
۱۵
۴۶ .

م  س  ت  ق  ل پ  ی  ش  ام  دھ ای

دی  گ  ری دادن رخ ب  ر ت  أث  ی  ری ھ ری  ک دادن رخ اگ  ر ن  ام  ن  د ھ م از م  س  ت  ق  ل آم  اری ن  ظ  ر از را B و A پ  ی  ش  ام  د دو

ی  ع  ن  ی: ب  اش  د ن  داش  ت  ه
P (A

∣∣B) = P (A)

P (B
∣∣A) = P (B)

=⇒ P (A ∩B) = P (A) · P (B) .

ب  راب  ر اش  ت  راک اح  ت  م  ال ت  ا m ھ ر ب  رای اگ  ر ن  ام  ن  د م  س  ت  ق  ل ت  وأم  ا را An, · · · , A۲, A۱ پ  ی  ش  ام  د n-

ب  اش  د. آن ھ ا اح  ت  م  الات ح  اص  ل ض  رب

ھ م از م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز Bc و Ac و ،B و Ac ،Bc و A آن گ  اه ب  اش  ن  د م  س  ت  ق  ل B و A اگ  ر .۵ . ١ . ٢ ت  وج  ه



١٢ اح  ت  م  الات

اس  ت: ت  ع  م  ی  م ق  اب  ل ن  ک  ت  ه ای  ن و ھ س  ت  ن  د

A پ  ی  ش  ام  د م  ت  م  م = Ac = Ω− A .



٢ ف  ص  ل

واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

ک  وواری  ان  س

ک  م  ی ب  ه ص  ورت را ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ی  ک ن  ت  ای  ج ک  ه اس  ت R ب  ه Ω از ت  اب  ع  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر

م  ی ک  ن  د. ب  ی  ان

X : Ω → R
w 7−→X(w)=x

م  ی دھ ن  د. ن  م  ای  ش Z و Y و X ب  زرگ ح  روف ب  ا را ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای م  ع  م  ولا

ن  ام  ن  د. آن ت  ک  ی  ه گ  اه را ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ھ ر ب  رد ت  ک  ی  ه گ  اه

روز ھ ر در س  د پ  ش  ت آب س  ط  ح اف  زای  ش ی  ا ک  اھ ش م  ی  زان -١ .٢ . ١ . ١ م  ث  ال

م  ی دھ د. رخ ن  اح  ی  ه ی  ک در س  ال ھ ر ک  ه ل  رزه ھ ای  ی زم  ی  ن ت  ع  داد -٢

م  ی رس  د. آب ب  ه ک  ه چ  اه n ب  ی  ن در ش  ده ح  ف  ر چ  اه ھ ای ت  ع  داد -٣

آن را ب  اش  د ش  م  ارش پ  ذی  ر ن  ام  ت  ن  اھ ی ی  ا م  ت  ن  اھ ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ب  رد اگ  ر گ  س  س  ت  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر

ن  ام  ن  د. گ  س  س  ت  ه

١٣



١۴ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

ی  ک خ  ل  وص درج  ه -۴ ی  ا ١ م  ث  ال م  ی آی  ن  د. ب  دس  ت ان  دازه گ  ی  ری ط  ری  ق از ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای -

ط  لا س  ن  گ

ت  اب  ع آن گ  اه ب  اش  د SX = {۱,۲,۳, · · · , } ت  ک  ی  ه گ  اه: ب  ا گ  س  س  ت  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک X اگ  ر اح  ت  م  ال ت  اب  ع

م  ی ک  ن  د: ص  دق زی  ر ش  رای  ط در ت  اب  ع ای  ن ن  ام  ن  د، X اح  ت  م  ال ت  اب  ع را P (x) = P [X = x] , x ∈ SX

P (n) ≥ ۰ ال  ف-

.
∑
x∈SX

P (x) = ۱ ب-

وی  ژگ  ی ھ ای دارای ک  ه ∀x ∈ R , F (x) = P [X ≤ x] ت  اب  ع ،X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ھ ر ب  رای ت  وزی  ع ت  اب  ع

ن  ام  ن  د: X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ت  وزی  ع ت  اب  ع را اس  ت زی  ر

F : R → [۰,۱]

۰ ≤ F (x) ≤ ۱ ال  ف-

اس  ت. ن  زول  ی غ  ی  ر F (x) ب-

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه راس  ت از F (x) ج-

را f(x) = F ′(x) آن گ  اه ب  اش  د F (x) ت  وزی  ع ت  اب  ع ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک X اگ  ر چ  گ  ال  ی ت  اب  ع

ای  ن: ب  ر ع  لاوه و ن  ام  ن  د، X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر چ  گ  ال  ی ت  اب  ع

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt , f(x) =

dF (x)

dx
= F ′(x) .

ب  ه ن  م  ون  ه ٣ دارد، ق  رار ج  ع  ب  ه ای در م  س س  ن  گ ن  م  ون  ه ۴ و ط  لا س  ن  گ ن  م  ون  ه ۶ ت  ع  داد .٢ . ١ . ٢ م  ث  ال

ان  ت  خ  اب ن  م  ون  ه ٣ ب  ی  ن در ط  لاھ ا س  ن  گ ھ ای ن  م  ون  ه ت  ع  داد X اگ  ر م  ی ش  ود. ب  رداش  ت ج  ع  ب  ه از ت  ص  ادف

:X اح  ت  م  ال ت  اب  ع ت  ع  ی  ی  ن م  ط  ل  وب  س  ت ب  اش  د ش  ده

X ٠ ١ ٢ ٣

P (x)
(۴۳)(۱۰
۳
) (۶

۲
)
×

(۴
۲
)(۱۰

۳
) (۶

۳
)(۴

۱
)(۱۰

۳
) (۶

۳
)(۱۰

۳
)



١۵ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

P [X = ۰] =
(۴
۳
)(۱۰

۳
) , P (X = ۱) =

(۶
۱
)(۴

۲
)(۱۰

۳
)

P [X = ۲] =
(۶
۲
)(۴

۱
)(۱۰

۳
) , P (X = ۳) =

(۶
۳
)(۱۰

۳
)

را X ت  وزی  ع ث  ق  ل م  رک  ز ک  ه اس  ت ک  م  ی  ت  ی ،X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر م  ت  وس  ط م  ق  دار ی  ا ری  اض  ی ام  ی  د ری  اض  ی ام  ی  د

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت و م  ی ش  ود داده ن  ش  ان E(X) ن  م  اد ب  ا م  ی ک  ن  د ت  ع  ی  ی  ن

E(X) =


∑
x∈SX

xP (x) گ  س  س  ت  ه X∫
xf(x)dx . پ  ی  وس  ت  ه X

وی  ژگ  ی ھ ا

ت  غ  ی  ی  ر ک  ه داده ھ ای ب  رای وی  ژگ  ی ای  ن از E(Y ) = aEX + b آن گ  اه Y = aX + b اگ  ر -١

م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده م  ی ش  ون  د ت  ب  دی  ل و م  ق  ی  اس

آن گ  اه ب  اش  ن  د ح  ق  ی  ق  ی اع  داد an, · · · , a۱ و ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای Xn, · · · , X۱ اگ  ر -٢

E
( n∑

i=۱
aiXi

)
=

n∑
i=۱

aiEXi .

ث  ق  ل م  رک  ز ح  ول ت  وزی  ع ت  راک  م ع  دم ی  ا ت  راک  م م  ی  زان ک  ه اس  ت ک  م  ی  ت  ی X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر واری  ان  س واری  ان  س

زی  ر ب  ه ص  ورت ش  ده داده ن  م  ای  ش Var(X) ن  م  اد ب  ا م  ی ن  م  ای  د م  ت  ن در اش  ک  ال و م  ح  اس  ب  ه را
(
E(X)

)
م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف

σ۲
X = Var(X) = E(X − EX)۲ = EX۲ − E۲X

آن: در ک  ه

E(X۲) =


∑
x

x۲P (x) گ  س  س  ت  ه X∫
x۲f(x)dx . پ  ی  وس  ت  ه X



١۶ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

وی  ژگ  ی ھ ا

Var(aX + b) = a۲Var(X) -١

ح  ق  ی  ق  ی ث  اب  ت ھ ای an, · · · , a۱ و م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای Xn, · · · , X۲, X۱ اگ  ر -٢

آن گ  اه: ب  اش  ن  د

Var
( n∑

i=۱
aiXi

)
=

n∑
i=۱

a۲i · Var(Xi) .

اس  ت؛ واری  ان  س ج  ذر م  ع  ی  ار ان  ح  راف
σ =

√
Var(X)

σY =
√

a۲ · Var(X) = |a| · σX آن گ  اه Y = aX + b اگ  ر

ای  ن در گ  م  ان  ه چ  اه ۵ اگ  ر م  ی رس  د. آب ب  ه اک  ت  ش  اف  ی چ  اه ھ ای ٪۲۰ ت  ن  ه  ا م  ن  ط  ق  ه ی  ک در .٢ . ١ . ٣ م  ث  ال

.SX = {۰,۱,۲,۳,۴,۵} م  ی رس  ن  د. آب ب  ه ک  ه ب  اش  د چ  اه ھ ای  ی ت  ع  داد X و ش  ود ح  ف  ر م  ن  ط  ق  ه

PX(k) =

(۵
k

)
(۰٫۲)K(۰٫۸)۵−k ب  رس  د. آب ب  ه چ  اه چ  ن  د م  ی رود ان  ت  ظ  ار ال  ف-

اس  ت: چ  ق  در ب  رس  د آب ب  ه چ  اه ی  ک ح  داق  ل ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ب-

X ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵

PX (k) (۰٫۸)۵ ۵ × ۰٫۲ × (۰٫۸)۴ = (۰٫۸)۴
(۵
۲

)
· (۰٫۲)۲ × (۰٫۸)۳

(۵
۳

)
(۰٫۲)۳ · (۰٫۸)۲

(۵
۴

)
(۰٫۲)۴ × ۰٫۸ (۰٫۲)۵

R · P (k) ۰ (۰٫۸)۴ ۲ ×
(۵
۲

)
(۰٫۲)۲(۰٫۸)۳ ۳ ×

(۵
۳

)
(۰٫۲)۳(۰٫۸)۲ ۴ ×

(۵
۴

)
(۰٫۲)۴ · ۰٫۸ ۵ × (۰٫۲)۵

E(X) =
۵∑

k=۰
kP (k) = ۵×۰٫۲ = ۱ , P (X ≥ ۱) = ۱−P (X < ۱) = ۱−P (۰) = ۱−(۰٫۸)۵

ک  وواری  ان  س

زی  ر ب  ه ص  ورت Y و X ت  وأم اح  ت  م  ال ت  اب  ع و ت  وأم ت  وزی  ع ت  اب  ع ب  اش  ن  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو Y و X ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ش  ون  د: ت  ع  ری  ف

∀x, y ∈ R : P (x, y) = P [X = x, Y = y]



١٧ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

ت  وأم اح  ت  م  ال ت  اب  ع

P (x, y) ≥ ۰ , ∀(x, y) ∈ SX × SX (١

∑
y∈SY

∑
x∈SX

P (x, y) = ۱ (٢

PX(n) = P (X = x) =
∑
y∈SY

P (x, y) (٣

PY (y) =
∑
X∈x

P (x, y) (۴

ت  وأم ت  وزی  ع ت  اب  ع

F (x, y) = P [X ≤ x , Y ≤ y]· , F۱(x) = F (x,+∞) , F۲(y) = F (+∞, y) .

ک  ه ق  س  م  ی ب  ه دارد وج  ود f(x, y) ن  ام  ن  ف  ی ت  اب  ع آن گ  اه ب  اش  ن  د پ  ی  وس  ت  ه Y و X اگ  ر

F (x, y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(t, s)dtds , f(x, y) =

∂۲F (x, y)

∂x∂y

۱)
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)dxdy = ۱ , fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy , fX(y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dx .

اگ  ر: ن  ام  ن  د آم  اری م  س  ت  ق  ل را Y و X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو .۴ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف

F (x, y) = F۱(x) · F۲(y) , ∀x, y ∈ k . (١)

(١) ⇐⇒ f(x, y) = f۱(x) · f۲(y) ∀x, y ∈ R پ  ی  وس  ت  ه: ح  ال  ت در

(١) ⇐⇒ P (x, y) = P۱(x) · P۲(y) ∀x, y ∈ R . گ  س  س  ت  ه ح  ال  ت در

م  ت  غ  ی  ر ی  ک h(X,Y ) آن گ  اه ب  اش  ن  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو Y و X و h : R۲ → R اگ  ر .۵ . ٢ . ١ ن  ک  ت  ه



١٨ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

م  ی ش  ود م  ح  اس  ب  ه زی  ر ب  ه ص  ورت آن ری  اض  ی ام  ی  د و اس  ت ت  ص  ادف  ی

E
(
h(X, Y )

)
=


∑
y

∑
x

h(x, y) · P (x, y) گ  س  س  ت  ه ح  ال  ت ∫در +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(x, y)f(x, y)dxdy . پ  ی  وس  ت  ه ح  ال  ت در

آن گ  اه ب  اش  د h(X, Y ) = X · Y اگ  ر وی  ژه ب  ه

E(X · Y ) =


∑
y

∑
x

xyP (x, y) گ  س  س  ت  ه Y و X∫ ∫
xyf(x, y)dxdy . پ  ی  وس  ت  ه Y و X

X م  ت  غ  ی  ر دو ب  ی  ن ھ م  ب  س  ت  گ  ی ن  وع ک  ه اس  ت ک  م  ی  ت  ی Y و X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر دو ک  واری  ان  س .۶ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت و ش  ده داده ن  ش  ان Cov(X, Y ) ن  م  اد ب  ا م  ی ک  ن  د ب  ی  ان را Y و

Cov(X, Y ) = E[X − E(X)] · [Y − EY ]

= E(X · Y )− E(X) · E(Y ) .

ن  ی  ز دی  گ  ری ی  ک  ی، اف  زای  ش ب  ا و ھ س  ت  ن  د ھ م  اھ ن  گ Y و X ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ک  واری  ان  س م  ث  ب  ت م  ق  ادی  ر -١

م  ی ی  اب  د. اف  زای  ش

دی  گ  ری ی  ک  ی، اف  زای  ش ب  ا و ھ س  ت  ن  د ن  اھ م  اھ ن  گ Y و X ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ک  وواری  ان  س م  ن  ف  ی م  ق  ادی  ر -٢

م  ی ی  اب  د. ک  اھ ش

م  م  ک  ن ول  ی ن  دارن  د ی  ک  دی  گ  ر ب  ا خ  ط  ی ارت  ب  اط و ھ س  ت  ن  د ن  اھ م  ب  س  ت  ه Y و X ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ص  ف  ر م  ق  دار -٣

ب  اش  ن  د. ارت  ب  اط در خ  ط  ی غ  ی  ر ب  ه ص  ورت اس  ت

و ان  دازه گ  ی  ری را Y و X ب  ی  ن (ھ م  اھ ن  گ  ی) ارت  ب  اط ن  وع و م  ی  زان ک  ه اس  ت ک  م  ی  ت  ی ھ م  ب  س  ت  گ  ی ض  ری  ب

م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت و م  ی ن  م  ای  د، ب  ی  ان

ب  اش  د σ۲
۲ = Var(Y ) و µ۲ = EY دارای Y و σ۲

۱Var(X) و µ۱ = EX دارای X ک  ن  ی  د ف  رض

ھ س  ت  ن  د. Y و X ش  ده اس  ت  ان  دارد م  ت  غ  ی  رھ ای ت  رت  ی  ب ب  ه Z۲ =
X − µ۲

σ۲
و Z۱ =

X − µ۱
σ۱

آن گ  اه

ρ(X,Y ) = Cov
(X − µ۱

σ۱
,
Y − µ۲

σ۲

)
=

Cov(X, Y )

σ۱ · σ۲
.



١٩ ک  وواری  ان  س واری  ان  س، ام  ی  دری  اض  ی، ت  ص  ادف  ی، م  ت  غ  ی  ر

ک  ه: ھ س  ت  ن  د وی  ژگ  ی ای  ن دارای Z۲ و Z۱ اس  ت  ان  دارد ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای ∗
EZ۱ = EZ۲ = ۰

Var(Z۱) = Var(Z۲) = ۱

ρ وی  ژگ  ی ھ ای

−۱ ≤ ρ ≤ ۱ -١

ب  اش  ن  د. ن  داش  ت  ه خ  ط  ی راب  ط  ه Y و X اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر ρ = ۰ -٢

ρ = ۱ ⇐⇒ Y = aX + b , a > ۰ -٣

ρ = −۱ ⇐⇒ Y = aX + b , a < ۰ . -۴

م  ث  ب  ت. ش  ی  ب ب  ا اس  ت. Y و X ب  ی  ن خ  ط  ی راب  ط  ه ی  ک وج  ود ک  ن  ن  ده ب  ی  ان م  ث  ب  ت م  ق  ادی  ر -۵

م  ن  ف  ی. ش  ی  ب ب  ا اس  ت Y و X ب  ی  ن خ  ط  ی راب  ط  ه ی  ک وج  ود ک  ن  ن  ده ب  ی  ان م  ن  ف  ی م  ق  ادی  ر -۶

ب  خ  ش (در م  ی ب  اش  د م  دل س  ازی و آم  اری داده ھ ای ت  ح  ل  ی  ل در رگ  رس  ی  ون ت  ح  ل  ی  ل اب  زار از ی  ک  ی ρ ک  م  ی  ت

ش  د). خ  واھ د ب  ح  ث ρ م  ورد در ک  ام  ل ج  زئ  ی  ات ب  ا رگ  رس  ی  ون ت  ح  ل  ی  ل و آم  ار



٣ ف  ص  ل

آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ق  اب  ل خ  اص ت  وزی  ع  ھ ای ق  س  م  ت ای  ن  در م  ی ک  ن  ن  د، پ  ی  روی خ  اص  ی ت  وزی  ع ھ ای از ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر از ب  رخ  ی

م  ی ش  ود. ارائ  ه آن ھ ا وی  ژگ  ی ھ ای و م  ش  خ  ص  ه ھ ا و م  ع  رف  ی را زم  ی  ن ع  م  ق در ک  ارب  رد

(Uniform-Distribution) ی  ک  ن  واخ  ت ت  وزی  ع ٣ . ١

اگ  ر: اس  ت گ  س  س  ت  ه ی  ک  ن  واخ  ت ت  وزی  ع دارای X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر گ  س  س  ت  ه: ی  ک  ن  واخ  ت ال  ف-

PX(k) =


۱
N

, k = ۱,۲, · · · , N

۰ o · w·
X ∼ U{۱,۲, · · · , N}

واری  ان  س و ری  اض  ی ام  ی  د م  ش  خ  ص  ه ھ ای ت  وزی  ع ای  ن ص  ورت در ب  اش  ن  د: ھ م ش  ان  س م  ق  ادی  ر ت  م  ام ی  ع  ن  ی

E(X) =
۱+N

۲ , Var(X) =
N۲ − ۱
۱۲ ب  ا: ب  راب  رن  د

٢٠



٢١ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

پ  ی  وس  ت  ه: ی  ک  ن  واخ  ت ب-

fX(x) =


۱

b− a
a < x < b

۰ o · w
X ∼ U(a, b)

F (x) =



۰ x < a

x− a

b− a
a ≤ x < b

۱ x ≥ b

, E(X) =
a+ b

۲ , Var(X) =
(a− b)۲

۱۲

ھ ر از ک  ام  پ  ی  وت  ر ت  وس  ط ت  ص  ادف  ی اع  داد ت  ول  ی  د پ  ی  وس  ت  ه، ی  ک  ن  واخ  ت ت  وزی  ع ک  ارب  ردھ ای از ی  ک  ی .٣ . ١ . ١ ت  وج  ه

آن گ  اه ب  اش  د F (x) م  ع  ل  وم ت  وزی  ع ب  ا پ  ی  وس  ت  ه ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک X اگ  ر زی  را م  ی ب  اش  د: پ  ی  وس  ت  ه ت  وزی  ع

(۰,۱) ب  ازه از ش  ده ت  ول  ی  د ت  ص  ادف  ی ع  دد ی  ک u۱ ∈ (۰,۱) اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن .Y = F (X) ∼ U(۰,۱)

ب  ود. خ  واھ د F ت  وزی  ع ب  ا X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر از ش  ده ش  ب  ی  ه س  ازی م  ش  اھ ده ی  ک x = F−۱(u۱) آن گ  اه ب  اش  د

و ب  اش  د b ح  داک  ث  ر و a ح  داق  ل ط  لا س  ن  گ ن  وع ی  ک در م  وج  ود ط  لای م  ی  زان ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ١ . ٢ م  ث  ال

ن  س  ب  ت م  ح  اس  ب  ه ب  رای و X ∼ U(a, b) ای  ن ص  ورت در اس  ت، ی  ک  ن  واخ  ت ک  ام  لا ط  لاھ ا م  ی  زان ت  وزی  ع ب  دان  ی  م

ب  ا: اس  ت ب  راب  ر ط  لا م  ق  دار c ح  داق  ل ب  ا ن  م  ون  ه ھ ای

P [X > c] =
b− c

b− a
, a < c < b .

Bernoulli Distribution ب  رن  ول  ی ت  وزی  ع ٣ . ٢

ب  رن  ول  ی آزم  ای  ش را ب  اش  د م  م  ک  ن ن  ت  ی  ج  ه دو ت  ن  ه  ا ک  ه ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ھ ر ب  رن  ول  ی: ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش

م  ی دھ ی  م: ق  رار و ن  ام  ی  ده (F ) ش  ک  س  ت را دی  گ  ری و (T ) پ  ی  روزی ی  ا م  وف  ق  ی  ت را ن  ت  ای  ج از ی  ک  ی ن  ام  ن  د-

.q = ۱− p = P [{F}] و P [{T}] = p

ن  م  ون  ه ف  ض  ای = {T, F} ; X : Ω → R
w 7−→X(w)

,


X(T ) = ۱ ,

X(F ) = ۰



٢٢ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ب  رن  ول  ی ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر را X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر

T

F

۱

۰

X

.X(w) =


۱ w ≡ T

۰ w ≡ F

ن  ام  ن  د:

P م  وف  ق  ی  ت اح  ت  م  ال ب  ا ب  رن  ول  ی ت  وزی  ع م  ی ش  ود ت  ع  ی  ی  ن زی  ر ب  ه ص  ورت ک  ه را X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ت  وزی  ع

ن  ام  ن  د.

X ٠ ١

PX(K) P (۰) = q P (۱) = p

اس  ت: ن  م  ای  ش ق  اب  ل زی  ر ب  ه ص  ورت X اح  ت  م  ال ت  اب  ع

PX(k) = pk(۱− p)۱−k , k = ۰,۱, X ∼ Ber(p) .

EX = ۱× P (۱) + o · P (۰) = p , E(X۲) = ۱۲ × P (۱) + o · P (۰) = p

Var(X) = EX۲ − E۲X = p− p۲ = P (۱− p) = pq .

در چ  ون م  ی ش  ود. ارائ  ه ادام  ه در ک  ه



X ∼ Bar(p)

EX = p

V v(X) = Pq

اس  ت آم  اری م  ه  م ت  وزی  ع ھ ای س  ازن  ده ت  وزی  ع ای  ن

م  س  ت  ق  ل آزم  ای  ش n در ب  ن  اب  رای  ن ھ س  ت  ی  م م  واج  ه  ه (Xn, · · · , X۲, X۱ (م  ت  غ  ی  رھ ای n-ن  م  ون  ه ت  ع  داد ب  ا آم  ار

م  ی ب  اش  د. آم  ار در پ  رک  ارب  رد و م  ف  ی  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک م  وف  ق  ی  ت ھ ا ک  ل ت  ع  داد ،P اح  ت  م  ال ب  ا ب  رن  ول  ی



٢٣ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ب  رن  ول  ی آزم  ای  ش ھ ای از ن  م  ون  ه چ  ن  د

گ  م  ان  ه، چ  اه ی  ک ن  رس  ی  دن ی  ا رس  ی  دن آب ب  ه -١

ت  ول  ی  د. خ  ط ی  ک در ن  م  ون  ه ھ ر ب  ودن م  ع  ی  وب و ب  ودن س  ال  م -٢

آن، از ک  م  ت  ر و ری  ش  ت  ر ۵ از ب  ی  ش ش  دت ب  ا ل  رزه زم  ی  ن -٣

س  ی  لاب. ھ ر ب  ودن خ  ف  ی  ف و ب  ودن م  ه  ی  ب -۴

م  س. س  ن  گ ن  م  ون  ه ی  ک در آن از ک  م  ت  ر و ٪۸۰ ب  الای م  س م  ی  زان -۵

(Binomical-Distribution) ج  م  ل  ه ای دو ت  وزی  ع ٣ . ٣

ب  ه م  ع  روف ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک P م  وف  ق  ی  ت اح  ت  م  ال ب  ا ب  رن  ول  ی م  س  ت  ق  ل n-آزم  ای  ش در م  وف  ق  ی  ت ھ ا ت  ع  داد

اس  ت: زی  ر اح  ت  م  ال ت  اب  ع ب  ا ج  م  ل  ه ای دو ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر

P [X = K] =

(
n

k

)
pk(۱− p)n−k , k = ۰,۱,۲, · · · , n

X ∼ Bin(n, p) ن  م  اد:

.Var = np · q واری  ان  س: E(X) = nP ری  اض  ی: ام  ی  د

م  ی ش  ود آزم  ای  ش و ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ف  س  ی  ل وج  ود ب  ررس  ی ب  رای س  ن  گ ن  م  ون  ه ١٠ ت  ع  داد .٣ . ٣ . ١ م  ث  ال

ب  اش  د. ف  س  ی  ل وج  ود ش  ان  س ن  م  ون  ه ھ ا ای  ن درص  د ۶٠ ت  ن  ه  ا اگ  ر

اس  ت؟ چ  ق  در آن ھ ا ت  ای ٢ ح  داق  ل در ف  س  ی  ل وج  ود اح  ت  م  ال ال  ف-

X ∼ Bin(۱۰,۰٫۶) ب  اش  د: ف  س  ی  ل ن  م  ون  ه چ  ن  د در م  ی رود ان  ت  ظ  ار ب-

P [X = k] =

(۱۰
k

)
(۰٫۶)k(۰٫۴)۱۰−k , k = ۰,۱,۲, · · · ,۱۰ .



٢۴ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ک  ردن پ  ی  دا ت  ا و ش  ده ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه ھ ا ک  ه م  ی ش  ود اج  را ای  ن ص  ورت ب  ه آزم  ای  ش م  ث  ال، در ج-

ش  ود؟ ب  رداش  ت ب  ای  س  ت  ی ن  م  ون  ه چ  ن  د م  ت  وس  ط ط  ور ب  ه م  ی ش  ود، آزم  ای  ش ف  س  ی  ل  ی س  ن  گ اول  ی  ن

(Geometry-Disk) ھ ن  دس  ی ت  وزی  ع ۴ . ٣

ک  س  ب ب  رای لازم آزم  ای  ش ھ ای ت  ع  داد ،P م  وف  ق  ی  ت اح  ت  م  ال ب  ا ب  رن  ول  ی م  س  ت  ق  ل آزم  ای  ش ھ ای از دن  ب  ال  ه ی  ک در

اول  ی  ن از ق  ب  ل ش  ک  س  ت ھ ا (ت  ع  داد م  وف  ق  ی  ت اول  ی  ن از ق  ب  ل لازم آزم  ای  ش ھ ای ت  ع  داد ی  ا (X) م  وف  ق  ی  ت اول  ی  ن

ھ س  ت  ن  د: ھ ن  دس  ی ت  وزی  ع ب  ه م  ع  روف ھ ردو و زی  ر ت  وزی  ع  ھ ای ب  ا ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای ،(Y ) م  وف  ق  ی  ت)

P [X = K] = Pqk−۱ , k = ۱,۲, · · · , X ∼ G(p) . (١)

E(X) =
۱
P

, Var(X) =
۱
p

(۱
p
− ۱

)
.

P [Y = R] = PqK , R = ۰,۱,۲, · · · Y ∼ G(p) . (٢)

E(X) =
q

p
, Var(X) =

ن  اح  ی  ه: ی  ک در ش  دی  د ل  رزه زم  ی  ن اول  ی  ن دادن رخ از ق  ب  ل ل  رزه ھ ا زم  ی  ن ت  ع  داد -١ .١ . ۴ . ٣ م  ث  ال

q = P خ  ف  ی  ف) ل  رزه زم  ی  ن ی  ک دادن (رخ · p = P ش  دی  د) ل  رزه زم  ی  ن ی  ک دادن (رخ ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی رس  د. آب ب  ه ک  ه چ  اھ ی اول  ی  ن ب  ه رس  ی  دن ب  رای ش  ده ح  ف  اری چ  اه ھ ای ت  ع  داد -٢

p = P چ  اه) ی  ک رس  ی  دن آب (ب  ه

م  ی دھ د. رخ م  ه  ی  ب س  ی  لاب اول  ی  ن از ق  ب  ل ک  ه س  ی  لاب ھ ای  ی ت  ع  داد -٣

p = P م  ه  ی  ب] س  ی  لاب ی  ک دادن [رخ .



٢۵ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

(Poisson-Dist) پ  واس  ون ت  وزی  ع ۵ . ٣

زم  ی  ن ع  ل  وم و ارت  ب  اط  ات ع  ل  وم در آم  اری ت  وزی  ع ھ ای پ  رک  ارب  ردت  ری  ن و م  ف  ی  دت  ری  ن از ی  ک  ی ک  ه پ  واس  ون ت  وزی  ع

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر ب  ه ص  ورت ت  ئ  وری دی  دگ  اه از م  ی ب  اش  د آم  ار

پ  واس  ون ب  ه ج  م  ل  ه ای دو ت  ق  ری  ب

n → ∞ و p → ۰ ک  ه ق  س  م  ی ب  ه ب  اش  د
(
X ∼ Bin(n, p)

)
ج  م  ل  ه ای دو ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک X اگ  ر

آن گ  اه: n p → λ
n→∞

ط  وری ک  ه

lim
n→∞

P [X = K] = lim
n→∞

(
n

k

)
pkqn−k =

e−λλk

k!
, k = ۰,۱,۲, · · ·

ت  اب  ع .(np ≤ ۵ و p ≤ ۰٫۱) ک  ه اس  ت م  ج  از زم  ان  ی ف  وق ت  ق  ری  ب از اس  ت  ف  اده ک  ارب  ردی م  س  ائ  ل در

ف  ران  س  وی ری  اض  ی دان ت  وس  ط م  س  ئ  ل  ه ای  ن اس  ت، اح  ت  م  ال ت  اب  ع ی  ک


pk =

e−λλk

k!
, k = ۰,۱, · · ·

λ > ۰
اس  ت.ن  م  اد: ش  ده ث  ب  ت وی ن  ام ب  ا ن  ی  ز م  ت  ن  اظ  ر ت  وزی  ع و اث  ب  ات دن  ی  س-پ  واس  ون

X ∼ Po(λ)

E(X) = λ

Var(X) = λ

ھ س  ت  ن  د. ب  راب  ر واری  ان  س و م  ی  ان  گ  ی  ن ک  ه ش  ده ش  ن  اخ  ت  ه ت  وزی  ع ھ ای ت  م  ام ب  ی  ن از ت  وزی  ع  ی ت  ن  ه  ا .١ . ۵ . ٣ ن  ک  ت  ه

ب  ه ص  ورت ک  ه پ  واس  ون اص  ول در ب  ای  س  ت  ی م  ی ک  ن  ن  د پ  ی  روی پ  واس  ون ت  وزی  ع از ک  ه پ  دی  ده ھ ای  ی ک  ارب  ردھ ا، در

ک  ن  ن  د: ص  دق م  ی ش  ود م  ع  رف  ی زی  ر

پ  واس  ون اص  ول

ب  اش  د. م  ت  ن  اس  ب ب  ازه ط  ول ب  ا ک  وت  اه زم  ان  ی ب  ازه در واق  ع  ه ی  ک وق  وع اح  ت  م  ال -١



٢۶ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ب  اش  د. ص  ف  ر ت  ق  ری  ب  ا ک  وت  اه زم  ان  ی ب  ازه در واق  ع  ه ی  ک از ب  ی  ش وق  وع اح  ت  م  ال -٢

ب  اش  ن  د. ھ م از م  س  ت  ق  ل م  ج  زا ف  واص  ل در ات  ف  اق  ات وق  وع ع  دم ی  ا وق  وع -٣

م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده پ  واس  ون ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ی  ک ک  ن  د ص  دق ف  وق اص  ل س  ه در ت  ص  ادف  ی آزم  ای  ش ھ ر ن  ت  ی  ج  ه در

م  ت  غ  ی  ر و پ  واس  ون پ  دی  ده ی  ک م  ی دھ د رخ زم  ان واح  د در ک  ه ات  ف  اق  ات ی  ا وق  ای  ع ت  ع  داد .٢ . ۵ . ٣ ت  ع  ری  ف

در وق  ای  ع ت  ع  داد م  ت  وس  ط ک  ن  ن  ده ب  ی  ان λ ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی ن  ام  ن  د. پ  واس  ون ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر را م  ت  ن  اظ  ر ت  ص  ادف  ی

م  ی ب  اش  د. زم  ان واح  د

در .λ = ۲ (ن  رخ) م  ت  وس  ط ب  ا پ  واس  ون ت  وزی  ع از ن  اح  ی  ه ای در م  ه  ی  ب س  ی  لاب ھ ای ت  ع  داد -١ .٣ . ۵ . ٣ م  ث  ال

م  ی ک  ن  د: پ  ی  روی س  ال  ه ۵٠ دوره ھ ر

P (X = ۲) ال  ف-

P (X ≥ ۲) ب-

اس  ت؟ چ  ق  در س  ال ٢٠ در م  ه  ی  ب س  ی  لاب ١ ح  داق  ل دادن رخ اح  ت  م  ال ج-

اس  ت. چ  ق  در آی  ن  ده س  ال  ه ۵٠ دوره ۵ از دوره س  ه در م  ه  ی  ب س  ی  لاب ی  ک دق  ی  ق  ا وق  وع اح  ت  م  ال د-

۴٠ م  ی ک  ن  د، پ  ی  روی س  ال ١٠ ھ ر در ٣ ن  رخ ب  ا پ  واس  ون ف  رآی  ن  د از ن  اح  ی  ه ی  ک در ل  رزه ھ ا زم  ی  ن ت  ع  داد -٢

ھ س  ت  ن  د ری  ش  ت  ر ۵ از ب  ی  ش ق  درت دارای و ش  دی  د ل  رزه ھ ا زم  ی  ن درص  د

اس  ت؟ چ  ق  در ب  گ  ذرد س  ال ۵ از ب  ی  ش  ت  ر ش  دی  د ل  رزه زم  ی  ن اول  ی  ن دادن رخ زم  ان از ای  ن  ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت؟ چ  ق  در س  ال  ه ١٠ دوره ی  ک در ش  ده ل  رزه زم  ی  ن دو دق  ی  ق  ا دادن رخ اح  ت  م  ال ب-

پ  واس  ون ف  رآی  ن  د

رخ t ل  ح  ظ  ه ت  ا ک  ه ب  اش  د پ  واس  ون پ  دی  ده ی  ک وق  ای  ع ت  ع  داد ک  ن  ن  ده ب  ی  ان N(t) ،t ≥ ۰ ھ ر ب  رای ک  ن  ی  د ف  رض

ی  ک N(t) ،t ≥ ۰ ھ ر ب  رای ای  ن ص  ورت در زم  ان) واح  د در وق  ای  ع ت  ع  داد م  ت  وس  ط ) λ وق  ای  ع ن  رخ و م  ی دھ د

P [N(t) = k] =
e−λt(λt)k

k!
, k = ۰,۱,۲, · · · م  ی ب  اش  د: λt م  ت  وس  ط ب  ا پ  واس  ون ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر



٢٧ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ن  ام  ن  د. λ ن  رخ ب  ا پ  واس  ون ت  ص  ادف  ی ف  رآی  ن  د ی  ک را {N(t), t ≥ ۰} رده ای  ن ص  ورت در

:N(t) م  ش  خ  ص  ه ھ ای

1) EN(t) = Var
(
N(t)

)
= λt

2) Cov
(
N(t), N(s)

)
= λ ·min{t, s} , ∀t, s ≥ 0 .

N(t) وی  ژگ  ی ھ ای

اس  ت: پ  واس  ون ف  رآی  ن  د ی  ک م  س  ت  ق  ل پ  واس  ون ف  رآی  ن  د دو م  ج  م  وع -١
N۱(t) ∼ P (λ, t)

N۲(t) ∼ P (λ۲t)

N۱(t) ⊥ N۲(t) ⇒ N۱(t) +N۲(t) ∼ P
(
(λ۱ + λ۲)t

)
.

:۰ ≤ t ≤ s ھ ر ب  رای -٢

P [N(t) = K
∣∣N(s) = n] =

(
n

k

)( t
s

)k(۱− t

s

)n−k

, k = ۰,۱, · · · , n

N(t)
∣∣N(s) = n ∼ Bin

(
n,

t

s

)
۰ < t < s ی  ع  ن  ی:

م  س  ت  ق  ل: پ  واس  ون ف  رآی  ن  د دو ب  ه پ  واس  ون ف  رآی  ن  د ی  ک ت  ف  ک  ی  ک -٣

گ  زارش q اح  ت  م  ال ب  ا و گ  زارش P اح  ت  م  ال ب  ا N(t) ف  رآی  ن  د واق  ع  ه ھ ر و N(t) ∼ P (λt) اگ  ر ی  ع  ن  ی

آن گ  اه دھ د رخ ھ م از م  س  ت  ق  ل گ  زارش ھ ا ع  دم و گ  زارش ھ ا ای  ن و ن  ش  ود

N(t) = N۱(t) +N۲(t)

آن: در ک  ه

t ل  ح  ظ  ه ت  ا ش  ده گ  زارش وق  ای  ع ت  ع  داد ≡ N۱(t) ∼ P (λpt)

t ل  ح  ظ  ه ت  ا ن  ش  ده گ  زارش وق  ای  ع ت  ع  داد ≡ N۲(t) ∼ P (λqt)



٢٨ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه ھ ای ن  س  ب  ت آن در ک  ه ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در را زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ب  ه م  رب  وط ٢ م  ث  ال .۴ . ۵ . ٣ م  ث  ال

ن  ظ  ر در خ  ف  ی  ف زم  ی  ن ل  رزه ھ ای ت  ع  داد را N۲(t) و ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه ھ ای ت  ع  داد را N۱(t) اگ  ر اس  ت: ۰٫۴

ص  ورت: ای  ن در ب  گ  ی  ری  م

N۱(t) ∼ P (۰٫۴λt), N۲(t) ∼ P (۰٫۶λt)

م  س  ت  ق  ل پ  وآس  ون ھ ای ت  رک  ی  ب .١

۱

۲

k

N۱(t) ∼ P (λ۱t)

N۲(t) ∼ P (λ۲t)

Nk(t) ∼ P (λkt)

...

N(t) =

k∑
i=۱

Ni(t) ∼ P (

k∑
i=۱

λit)

س  ی  س  ت  م

ھ م از م  س  ت  ق  ل پ  وآس  ون ف  رآی  ن  دھ ای ب  ه ف  رآی  ن  د ی  ک ت  ج  زی  ه .٢

۱

۲

k

N۱(t) ∼ P (λP۱t)

N۲(t) ∼ P (λP۲t)

Nk(t) ∼ P (λPkt)

...

N(t) = P (λt)

P۱

P۲

Pk

.
k∑

i=۱
pi = ۱ و اس  ت i = ۱,۲, . . . ,۱۲ و i م  س  ی  ر از خ  روج  ی ن  س  ب  ت pi آن در ک  ه

آن گ  اه ب  اش  د م  ه  ی  ب س  ی  لاب ھ ای ت  ع  داد ن  س  ب  ت p اگ  ر س  ی  لاب  ھ ا، ت  ع  داد ب  ه م  رب  وط م  ث  ال در .۵ . ۵ . ٣ م  ث  ال

م  ه  ی  ب س  ی  لاب ھ ای ت  ع  داد = N۱(t) ∼ P (λpt)

ض  ع  ی  ف. س  ی  لاب ھ ای ت  ع  داد = N۲(t) ∼ P (λqt) و

س  ی  لاب  ھ ا ب  ودن ض  ع  ی  ف ی  ا م  ه  ی  ب ب  ی  ن آم  اری اس  ت  ق  لال ف  رض و N(t) ∼ P (λt) ب  دان  ی  م ک  ه ص  ورت  ی در

ب  اش  د. ب  رق  رار



٢٩ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ب  ه م  ن  ج  ر ش  دی  د ت  ص  ادف  ات ن  س  ب  ت p اگ  ر (ب  زرگ  راه) ت  ق  اط  ع ی  ک ت  ص  ادف  ات ت  ع  داد م  س  ئ  ل  ه در .۶ . ۵ . ٣ م  ث  ال

آن گ  اه ب  اش  د، ج  زئ  ی ت  ص  ادف  ات ن  س  ب  ت q و م  رگ

t ل  ح  ظ  ه ت  ا ش  دی  د ت  ص  ادف  ات ت  ع  داد = N۱(t) ∼ P (λpt)

t ل  ح  ظ  ه ت  ا خ  ف  ی  ف ت  ص  ادف  ات ت  ع  داد = N۲(t) ∼ P (λqt)

ت  ص  ادف  ات. ک  ل ت  ع  داد = N(t) ∼ P (λt)

پ  وآس  ون پ  دی  ده ھ ای زم  ی  ن ل  رزه ھ ای ت  ع  داد و س  ی  لاب ھ ا ت  ع  داد ت  ص  ادف  ات، ت  ع  داد م  ع  م  ولا، .٧ . ۵ . ٣ ت  وج  ه

م  ی ک  ن  ن  د. ص  دق پ  وآس  ون اص  ول در و ھ س  ت  ن  د

N۲(t) و N۱(t) م  س  ت  ق  ل پ  وآس  ون دو ب  ه N(t) پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د ی  ک ت  ف  ک  ی  ک وی  ژگ  ی در .٨ . ۵ . ٣ ت  وج  ه

اس  ت: ب  رق  رار زی  ر ن  ت  ای  ج

.١

N۱(t)|N(t) = n ∼ Bin(n, p)

.٢

N۲(t)|N(t) = n ∼ Bin(n, q)

ن  م  ای  ی ت  وزی  ع

ص  ورت ب  ه آن چ  گ  ال  ی ت  اب  ع اگ  ر اس  ت ن  م  ای  ی ت  وزی  ع دارای X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر

ب  اش  د: f(x) = λe−λx, x ⩾ ۰, λ > ۰

X ∼ Exp(λ) ن  م  اد:

E(X) =
۱
λ
, EX۲ =

۱
λ۲ واری  ان  س: و م  ی  ان  گ  ی  ن

دارد: پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د ب  ا م  س  ت  ق  ی  م ارت  ب  اط ی  ک ن  م  ای  ی ت  وزی  ع

ف  واص  ل اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت λ ن  رخ ب  ا پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د ی  ک {N(t)} ش  م  ارش  ی ف  رآی  ن  د .٩ . ۵ . ٣ ق  ض  ی  ه

ب  اش  ن  د: ۱
λ

م  ت  وس  ط ب  ا ن  م  ای  ی م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای آن م  ت  وال  ی وق  ای  ع ب  ی  ن زم  ان  ی

زم  ان: م  ح  ور



٣٠ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

۰ T۱ T۲ T۳ Tn

م  ی دھ د: ن  ش  ان را t ل  ح  ظ  ه ت  ا وق  ای  ع ت  ع  داد N(t) و N(t) ف  رآی  ن  د واق  ع  ه ام  ی  ن i رخ  داد زم  ان :Ti

آن گ  اه T۰ = ۰ و Xi = Ti − Ti−۱, i ⩾ ۱ اگ  ر

Xi
iid∼ Exp(λ) ⇔ N(t) ∼ P۰(λt).

(iid : Identically Independent Distribution, )

گ  ام  ا: ت  وزی  ع ن  ام ب  ه ھ س  ت  ن  د خ  اص ت  وزی  ع دارای ک  ه ھ س  ت  ن  د ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای ن  ی  ز Tiھ ا ف  وق ت  اث  ی  ر در

fTi
(x) =

λixi−۱e−λx

(i− ۱)! , Ti ∼ Γ(i, λ)

Ti =
i∑

j=۱
Xi, Xj

iid∼ Exp(λ)

اس  ت. گ  ام  ا ت  وزی  ع ب  ا ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ن  م  ای  ی، م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای م  ج  م  وع ی  ع  ن  ی

ن  رم  ال ت  وزی  ع

م  ت  غ  ی  ر اس  ت. گ  اوس  ی ی  ا ن  رم  ال ت  وزی  ع م  خ  ت  ل  ف ع  ل  وم و آم  ار در آم  اری ت  وزی  ع ھ ای پ  رک  ارب  ردت  ری  ن از ی  ک  ی

ب  اش  د: زی  ر ص  ورت ب  ه آن چ  گ  ال  ی ت  اب  ع اگ  ر ای  ت اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال ت  وزی  ع دارای z ت  ص  ادف  ی

fz(n) =
۱√
۲π

e−
x۲
۲ , x ∈ R

X ∼ N(۰,۱), EX = ۰, V w(X) = ۱

چ  گ  ال  ی ت  اب  ع ن  م  ودار

(١

P [Z > Zα] = α, P [Z < Zα] = ۱− α



٣١ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

۱− α

−zα zα

α

(ب)

۰٫۰۲ ۰٫۱۴

۰٫۳۴۰٫۳۴

۰٫۱۴ ۰٫۰۲
۱−۱−۲ ۲۰

(آ)

(٢

P [Z < −Zα] = P [Z > Zα] = α

(٣

P [Z < Zα] = P [Z > −Zα] = ۱− α

(۴

P [|Z| < Zα] = ۱− ۲α

(۵

∀Z۰ ∈ R : P [|Z| < Z۰] = P [−Z۰ < Z < Z۰] = ۲P [Z < Z۰]− ۱

ج  دول از اس  ت  ف  اده ب  ا P [Z < a] ،P [Z > b] ،P [a < Z < b] اح  ت  م  ال ھ ای م  ح  اس  ب  ه در ف  وق رواب  ط

ھ س  ت  ن  د: م  ف  ی  د اس  ت  ان  دارد ن  رم  ال

ت  اب  ع اگ  ر اس  ت σ۲ واری  ان  س و µ م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ن  رم  ال ت  وزی  ع دارای  X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر .١٠ . ۵ . ٣ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د: زی  ر ص  ورت ب  ه آن چ  گ  ال  ی

f(x) =
۱√
۲πσ

e−
(x−µ)۲
۲σ۲ , x ∈ R µ ∈ R σ > ۰

E(X) = µ, V a(X) = σ۲, X ∼ N(µ, σ۲)

اح  ت  م  الات م  ح  اس  ب  ه ب  رای Z =
X − µ

σ
∼ N(۰,۱) آن گ  اه ب  اش  د X ∼ N(µ, σ۲) اگ  ر .١١ . ۵ . ٣ ق  ض  ی  ه

م  ی ب  اش  د. م  ف  ی  د ف  وق ق  ض  ی  ه اس  ت  ان  دارد، غ  ی  ر ن  رم  ال ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ب  ه م  رب  وط



٣٢ آم  اری ت  وزی  ع ھ ای

ن  رم  ال ت  وزی  ع وی  ژگ  ی ھ ای ب  رخ  ی

آن گ  اه: ب  اش  ن  د ن  رم  ال م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای Xn و . . . و X۲ و X۱ اگ  ر .١

Xi ∼ N(µi, σ
۲
i ) i = ۱,۲, . . . , n

(ال  ف)
n∑

i=۱
Xi ∼ N(

n∑
i=۱

µi,
n∑

i=۱
σ۲
i )

(ب)
n∑

i=۱
aiXi ∼ N(

n∑
i=۱

aiµi,
n∑

i=۱
a۲i σ

۲
i )

ھ س  ت  ن  د. ح  ق  ی  ق  ی راق  ب ھ ای an و . . . و a۲ و a۱ آن در ک  ه

آن گ  اه npq ⩾ ۱۰ و p > ۰٫۱ و Xn ∼ Bin(n, p) اگ  ر .٢

ن  رم  ال: ب  ه ج  م  ل  ه ای دو ت  ق  ری  ب

Zn =
Xn − np
√
npq

−→ N(۰,۱)

ب  ا ھ م ت  وزی  ع و م  س  ت  ق  ل ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای از دن  ب  ال  ه ای {Xn, n ⩾ ۱} اگ  ر م  رک  زی:  ح  د ق  ض  ی  ه

آن گ  اه: σ۲ = V ar(X) < ∞ و µ = EX

Zn =

∑n
i=۱Xi − nµ√

nσ۲
−→
n→∞

N(۰,۱)

ت  ع  داد اگ  ر م  ی ک  ن  د ب  ی  ان و م  ی ب  اش  د آم  اری ت  ح  ل  ی  ل ھ ای در م  ف  ی  د ب  س  ی  ار ق  ض  ی  ه ی  ک ف  وق ق  ض  ی  ه

در ن  رم  ال را ج  ام  ع  ه ت  وزی  ع اس  ت م  ج  از م  ح  ق  ق (n ⩾ ۳۰) ب  اش  ن  د ب  زرگ ک  اف  ی ان  دازه ب  ه ن  م  ون  ه ھ اذ

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر



۴ ف  ص  ل

ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ن  م  ون  ه ای ت  وزی  ع ھ ای ١ . ۴

ب  اش  ن  د: ھ م  ت  وزی  ع و م  س  ت  ق  ل اگ  ر م  ی دھ ن  د ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک ت  ش  ک  ی  ل Xn, ..., X۲, X۱ ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر n

داری  م: ب  ودن ھ م  ت  وزی  ع از
EX۱ = EX۲ = ... = EXn = µ

Var(X۱) = Var(X۲) = ... = Var(Xn) = σ۲

ن  م  ون  ه: م  ی  ان  گ  ی  ن ال  ف-

X̄ =
۱
n

n∑
i=۱

Xi

ن  م  ون  ه: واری  ان  س ب-

S۲
۱ =

۱
n

n∑
i=۱

(Xi − X̄)۲ =
۱
n
{

n∑
i=۱

X۲
i − nX̄۲}

S۲
۲ =

۱
n− ۱

n∑
i=۱

(Xi − X̄)۲ =
۱

n− ۱{
n∑

i=۱
X۲

i − nX̄۲}

٣٣



٣۴ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ش  د. خ  واھ د ب  ی  ان ادام  ه در واری  ان  س دو ای  ن ت  ف  اوت ن  ام  ن  د، ن  م  ون  ه ت  ج  رب  ی واری  ان  س را S۲
۲

ن  رم  ال ت  وزی  ع ١ . ١ . ۴

آن گ  اه ب  اش  د σ۲ < ∞ واری  ان  س و µ م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ج  ام  ع  ه ای از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ اگ  ر

Zn =

√
n(X̄ − µ)

σ
−→
n→∞

N(۰,۱)

ک  ه ک  ن  د م  ی ب  ی  ان و دارد. آم  اری ت  ح  ل  ی  ل ھ ای در م  ه  م  ی ن  ق  ش ک  ه اس  ت م  ع  روف م  رک  زی ح  د ق  ض  ی  ه ب  ه ف  وق ح  د

اس  ت. ن  رم  ال ت  وزی  ع دارای ج  ان  ب  ی ط  ور ب  ه ن  م  ون  ه م  ی  ان  گ  ی  ن

ج  ام  ع  ه ت  وزی  ع (n ⩾ ۳۰) ب  اش  د ب  زرگ ک  اف  ی ان  دازه ب  ه ن  م  ون  ه ح  ج  م وق  ت  ی آم  اری ت  ح  ل  ی  ل ھ ای در دل  ی  ل ای  ن ب  ه

گ  ی  رن  د. م  ی ن  ظ  ر در ن  رم  ال را

٢ . ۴

T-Student اس  ت  ودن  ت ت  ی- ت  وزی  ع ٢ . ١ . ۴

آن گ  اه و ب  اش  د σ۲ = Var < ∞ و µ = EX ن  رم  ال ج  ام  ع  ه از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ اگ  ر

آزادی) پ  ارام  ت  ر(درج  ه ب  ا ت  ی-اس  ت  ودن  ت ت  وزی  ع ن  ام ب  ه ت  وزی  ع دارای : n ھ ر ب  رای Zn =

√
n(X̄ − µ)

S

ب  اش  د: م  ی n− ۱

Tn = Zn =

√
n(X̄ − µ)

S
∼ T (n− ۱)

ای  ن ب  ر ع  لاوه و ب  وده ص  ف  ر ح  ول م  ت  ق  ارن ک  ام  لا ن  رم  ال ت  وزی  ع م  ش  اب  ه ک  ه اس  ت ای  ن ت  وزی  ع ای  ن وی  ژگ  ی ھ ای از

از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت م  ع  روف ت  وزی  ع ٪۱۰۰(۱− α) چ  ن  دک ب  ه ک  ه tα(k) م  ق  دار ETn = ۰,Var(Tn) =

ش  ود. م  ی اس  ت  ف  اده م  ق  ادی  ر ای  ن از ت  ح  ل  ی  ل ھ ا در و آی  د م  ی ب  دس  ت T - ت  وزی  ع ج  دول



٣۵ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ت  وزی  ع ک  ارب  رد م  وارد

ف  رض آزم  ون و µ۱ − µ۲ و µ م  ورد در ف  رض -آزم  ون µ۱ − µ۲ ف  اص  ل  ه ای -ب  رآورد µ ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد

خ  ط  ی. رگ  رس  ی  ون ض  رای  ب ف  رض آزم  ون و زوج-ب  رآورد ن  م  ون  ه ھ ای

ھ س  ت  ن  د: م  س  ت  ق  ل ن  رم  ال ج  ام  ع  ه دو م  ی  ان  گ  ی  ن ھ ای µ۲ و µ۱ آن در ک  ه ÷

ج  داول ب  ه م  راج  ع  ه ب  ا را ن  ک  ت  ه ای  ن tα(k) ∼= Zα آن گ  اه ب  اش  د ب  زرگ ک  اف  ی ان  دازه ب  ه n اگ  ر .٢ . ١ . ۴ ن  ک  ت  ه

ک  ه ن  م  ود م  ش  اھ ده م  ی ت  وان T − S و ن  رم  ال ت  وزی  ع ھ ای

∀n ⩾ ۳۰ : tα(n) ∼= Zα

٣ . ۴

χ۲ دو خ  ی ت  وزی  ع ٣ . ١ . ۴

آن گ  اه ب  اش  د σ۲ واری  ان  س و µ م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ن  رم  ال ت  ص  ادف  ی -ن  م  ون  ه X۱, X۲, ..., Xn
iid∼ N(µ, σ۲) اگ  ر

χ =
(n− ۱)S۲

σ۲ =
(n− ۱)S۲

σ۲ =

∑n
i=۱(Xi − x̄)۲

σ۲ ∼ χ۲(n− ۱)

و ن  ام  ت  ق  ارن ت  وزی  ع ای  ن م  ی ب  رن  د. ک  ار ب  ه (n− ۱) آزادی درج  ه ب  ا دو خ  ی ت  وزی  ع ب  رای را χ۲(n− ۱) ن  م  اد

ھ س  ت  ن  د. دس  ت  رس ق  اب  ل -دو خ  ی ت  وزی  ع ج  دول ط  ری  ق از ن  ی  ز آن چ  ن  دک ھ ای

ھ س  ت  ن  د. دس  ت  رس ق  اب  ل ج  دول ط  ری  ق از χ۲
۱−α(n− ۱) و χ۲

α(n− ۱) م  ق  ادی  ر

ک  ارب  رد م  وارد

ج  ام  ع  ه. م  ع  ی  ار ان  ح  راف و واری  ان  س م  ورد در ف  رض آزم  ون و ف  اص  ل  ه  ای ب  رآورد

ت  واف  ق  ی ج  داول ب  راس  اس ن  اپ  ارام  ت  ری ب  رازش-آزم  ون ن  ی  ک  وی  ی -آزم  ون



٣۶ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

F-ف  ی  ش  ر ت  وزی  ع ٣ . ٢ . ۴

ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Ym, ..., Y۲, Y۱ و N(µ۱, σ
۲
۱) ج  ام  ع  ه از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ اگ  ر

ای  ن: ب  ر ع  لاوه و ب  اش  ن  د ھ م از م  س  ت  ق  ل ج  ام  ع  ه دو و N(µ۲, σ
۲
۲) ج  ام  ع  ه از

S۲
۱ =

۱
n− ۱

n∑
i=۱

(Xi − X̄)۲

S۲
۲ =

۱
m− ۱

m∑
i=۱

(Yi − Ȳ )۲ ⇒ F =
(n− ۱)S۲

۱
(m− ۱)S۲

۲
× σ۲

۲
σ۲
۱
∼ F (n− ۱,m− ۱).

م  ت  غ  ی  ر ی  ک م  س  ت  ق  ل ن  رم  ال ج  ام  ع  ه دو از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه دو در ن  م  ون  ه واری  ان  س ھ ای ن  س  ب  ت ی  ع  ن  ی

: ک  ه F۱−α(k۱, k۲) و Fα(k۱, k۲) ی  ع  ن  ی ت  وزی  ع ای  ن چ  ن  دک ھ ای اس  ت. ف  ی  ش  ر ت  وزی  ع ب  ا ت  ص  ادف  ی

ھ س  ت  ن  د. دس  ت  رس ق  اب  ل ف  ی  ش  ر ت  وزی  ع ج  دول ط  ری  ق از F۱−α(k۱, k۲) =
۱

Fα(k۲, k۱)

اس  ت. ن  ام  ت  ق  ارن ن  ی  ز ت  وزی  ع ای  ن .٣ . ١ . ۴ ن  ک  ت  ه

ک  ارب  رد م  وارد

آم  اری ط  رح ھ ای ت  ح  ل  ی  ل - رگ  رس  ی  ون ت  ح  ل  ی  ل م  س  ت  ق  ل- ن  رم  ال ج  ام  ع  ه دو واری  ان  س ھ ای م  ق  ای  س  ه

(Point-Estimation)ای ن  ق  ط  ه ب  رآورد

ب  رس  ی م  ورد م  ج  ه  ول پ  ارام  ت  ر ب  ا م  ط  ال  ع  ه م  ورد ج  ام  ع  ه از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ ک  ن  ی  د ف  رض

ق  س  م  ی ب  ه ب  اش  د م  وج  ود T : Rn → R ت  اب  ع xn, ..., x۲, x۱ ش  ده م  ش  اھ ده م  ق  ادی  ر ب  رای اگ  ر ب  اش  د. θ

ک  ن  ن  ده ب  رآورد ی  ک را T (x۱, x۲, ..., xn) آن گ  اه ب  اش  د. θ ب  رای ت  خ  م  ی  ن ی  ک θ = T (x۱, x۲, ..., xn) ک  ه

ن  ام  ن  د. θ ب  رای ن  ق  ط  ه ای

آن گ  اه ب  اش  د θ = σ۲ اگ  ر و X̄ =
۱
n

n∑
i=۱

Xi آن گ  اه θ = µ اگ  ر ال  ف- .٣ . ٢ . ۴ م  ث  ال



٣٧ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

σ۲ و µ ب  رای ن  ق  ط  ه ای ک  ن  ن  ده ھ ای ب  رآورد T۲ =
۱

n− ۱
n∑

i=۱
(Xi − X̄)۲ و T۱ =

۱
n

n∑
i=۱

(Xi − X̄)۲

ھ س  ت  ن  د.

ب  رآورد روش  ه  ای

k گ  ش  ت  اور ب  رای ن  ق  ط  ه ای ب  رآورد ک  ن  ن  ده ی  ک T =
۱
n

n∑
i=۱

Xk
i ن  م  ون  ه ام k گ  ش  ت  اور گ  ش  ت  اوری: روش -١

اس  ت. Mk = EXk ی  ع  ن  ی ج  ام  ع  ه ام

م  اک  زی  م  م: درس  ت  ن  م  ای  ی روش -٢

ن  م  ون  ه ھ ا ت  م  ام ب  ی  ن در ک  ه م  ی آی  د ب  دس  ت ن  م  ون  ه ای ب  رم  ب  ن  ای θ پ  ارام  ت  ر ک  ن  ن  ده ب  راورد روش ای  ن در

x۱, x۲, ..., xn وق  ت  ی ک  ه م  ی ی  اب  ن  د ط  وری ری  اض  ی م  ع  ادل  ه ی  ک ح  ل ب  ا را θ ی  ع  ن  ی ب  اش  د. م  ح  ت  م  ل ت  ری  ن

ب  اش  د. دارا را م  ق  دار م  اک  زی  م  م چ  گ  ال  ی ت  اب  ع ب  اش  ن  د ش  ده م  ش  اھ ده

ک  ن  ن  ده ب  رآورد ی  ک وی  ژگ  ی  ه  ای

ب  اش  د: θ ب  رس  ی م  ورد م  ج  ه  ول پ  ارام  ت  ر واق  ع  ی م  ق  دار ب  راب  ر T (X
∼
) م  ق  ادی  ر م  ت  وس  ط ی  ع  ن  ی ن  ااری  ب  ی: -١

ET (X
∼
) = θ

ک  م  ت  ر) ت  ر(خ  ط  ای دق  ی  ق ای ب  رآوردک  ن  ن  ده θ ب  رای T۲ و T۱ ک  ن  ن  ده ب  رآورد دو ب  ی  ن از واری  ان  س: ک  م  ت  ری  ن -٢

ب  اش  ن  د. ک  م  ت  ری ن  وس  ان دارای آن م  ق  ادی  ر ی  ع  ن  ی ب  اش  د. داش  ت  ه ک  م  ت  ری واری  ان  س ک  ه اس  ت

خ  ط  ا: م  رب  ع  ات ک  م  ت  ری  ن -٣

خ  ط  ا: م  رب  ع  ات م  ی  ان  گ  ی  ن از آن  ه  ا م  ق  ای  س  ه ب  رای آن گ  اه ن  ب  اش  ن  د ن  ااری  ب ب  رآورد ک  ن  ن  ده دو اگ  ر

MSE ک  ه اس  ت دق  ی  ق ب  رآوردک  ن  ن  ده ای ح  ال  ت ای  ن در ش  ود م  ی اس  ت  ف  اده MSE(T ) = E(T − θ)۲

اس  ت. ک  وچ  ک  ت  ر آن



٣٨ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

n ب  زرگ م  ق  ادی  ر ب  رای اگ  ر ن  ام  ن  د س  ازگ  ار را Tn(X) ب  رآوردک  ن  ن  ده س  ازگ  اری: -۴

Tn(X
∼
) ∼= θ

اس  ت. ن  ااری  ب θ ب  رای T = X̄ -ب  رآوردک  ن  ن  ده .٣ . ٣ . ۴ م  ث  ال

اس  ت ن  ااری  ب σ۲ ب  رای T۱ =
۱

n− ۱
n∑

i=۱
(Xi − X̄)۲ -ب  رآوردک  ن  ن  ده

اب  ن ب  ر ع  لاوه و اس  ت ن  ااری  ب σ۲ ب  رای T۲ =
۱
n

n∑
i=۱

(Xi − X̄)۲ -ب  رآوردک  ن  ن  ده

ET۲ ∼= σ۲ : n ب  زرگ م  ق  ادی  ر ب  رای و ET۲ =
n− ۱
n

σ۲ = (۱− ۱
n
)σ۲ < σ۲

(Interral Estimation) ای ف  اص  ل  ه ب  رآورد

(T (X
∼
)−E, T (X

∼
)+E) ف  اص  ل  ه ب  اش  د، ن  م  ی م  ح  اس  ب  ه ق  اب  ل ب  رآورد خ  ط  ای م  ی  زان ن  ق  ط  ه ای ب  رآورد در چ  ون

در را θ م  ق  دار B(۱−α) اح  ت  م  ال ب  ا ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ی  ی  ن ط  وری را θ̂ = T (X
∼
) ن  ق  ط  ه ای ب  رآورد م  رک  زی  ت ب  ه

اس  ت ب  دی  ه  ی ش  ود: م  ی اس  ت  ف  اده ب  رآورد دق  ت م  ع  ی  ار ی  ک ب  ع  ن  وان L = ۲E ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ب  رداش  ت  ه

اس  ت. ب  رخ  وردار ب  ی  ش  ت  ری دق  ت از T (X
∼
) ب  رآوردک  ن  ن  ده ب  اش  د ک  وچ  ک  ت  ر L ھ رچ  ه ک  ه

دارن  د. را اص  ل  ی ن  ق  ش α و T (X۱, ..., Xn) ت  وزی  ع θ ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد ت  ع  ی  ی  ن در .۴ . ٣ . ۴ ن  ک  ت  ه

µ ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد

آن گ  اه: X۱, X۲, ..., Xn ∼ N(µ, σ۲). اگ  ر

(X̄−Zα
۲

σ۰√
n
, X̄+Zα

۲

σ۰√
n
) ف  اص  ل  ه Zn =

√
n(X̄ − µ)

σ۰
∼ N(۰,۱) ای  ن  ک  ه از : σ = σ۰ اگ  ر ال  ف-

اس  ت. µ ب  رای ۱− α اط  م  ی  ن  ان ض  ری  ب ب  ا ف  اص  ل  ه ای ب  رآوردک  ن  ن  ده ی  ک

ن  ام  ن  د. µ ب  رای ٪۱۰۰(۱− α) اط  م  ی  ن  ان ب  ازه را ف  وق ف  اص  ل  ه



٣٩ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ن  م  ون  ه ح  ج  م ت  ع  ی  ی  ن

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د، d ح  داک  ث  ر دق  ت م  ی  زان ای  ن  ک  ه ب  ش  رط µ ب  رآورد ب  رای لازم ن  م  ون  ه ح  ج  م

l = ۲Zα
۲

σ۰√
n
⩽ d ⇒ n ⩾

۴Z۲
α
۲
σ۲
۰

d۲

ف  اص  ل  ه ای ب  رآوردک  ن  ن  ده آن گ  اه T =

√
n(X̄ − µ)

S
∼ T (n−۱) ای  ن  ک  ه از آن گ  اه ب  اش  د م  ج  ه  ول σ اگ  ر ب-

(X̄ − tα
۲
(n−۱)

S√
n
, X̄ + tα

۲
(n−۱)

S√
n
) ب  ا: اس  ت ب  راب  ر µ ب  رای (۱− α) اط  م  ی  ن  ان ض  ری  ب ب  ا

ب  اش  د: d ح  داک  ث  ر ب  ازه ط  ول ای  ن  ک  ه ب  رای لازم ن  م  ون  ه ح  ج  م

ب  دس  ت را n۱ =
[۴t۲α

۲
(n۰ − ۱)S۲

۰

d۲

]
راب  ط  ه از ک  رده ان  ت  خ  اب n۰ ح  ج  م ب  ه م  ق  دم  ات  ی ن  م  ون  ه ی  ک -١

n = max{n۰, n۱} دھ ی  م م  ی ق  رار س  پ  س و آورده

ھ س  ت  ن  د. م  ع  ت  ب  ر ف  وق ن  ت  ای  ج n ⩾ ۳۰ ول  ی ن  رم  ال غ  ی  ر ج  ام  ع  ه اگ  ر .۵ . ٣ . ۴ ن  ک  ت  ه

µ۱ − µ۲ ای ف  اص  ل  ه ب  رآورد

ک  ن  ی  د: ف  رض

N(µ۱, σ
۲
۱) : ن  رم  ال ج  ام  ع  ه از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ -١

N(µ۲, σ
۲
۲) : ن  رم  ال ج  ام  ع  ه از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Yn, ..., Y۲, Y۱ -٢

ب  اش  ن  د. ھ م از م  س  ت  ق  ل ج  ام  ع  ه دو -٣

م  ی  ان  گ  ی  ن ھ ا م  ق  ای  س  ه ط  ری  ق از ج  ام  ع  ه دو م  ق  ای  س  ه ھ دف:

و ̂µ۱ − µ۲ = µ̂۱ − µ̂۲ = X̄ − Ȳ ح  ال  ت ای  ن در م  ع  ل  وم: σ۲ و σ۱ ال  ف-

X̄ − Ȳ − (µ۱ − µ۲)√
σ۲
۱
n
+

σ۲
۲
m

∼ N(۰,۱)



۴٠ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

σ̂۲ = S۲
P ح  ال  ت ای  ن در : م  ج  ه  ول σ و σ۱ = σ۲ = σ ب-

S۲
P =

(n− ۱)S۲
۱ + (m− ۱)S۲

۲
m+ n− ۲ , T =

X̄ − Ȳ − (M۱ −M۲)

SP

√
۱
n
+ ۱

m

∼ T (m+ n− ۲)

ن  ت  ی  ج  ه: در و

µ۱ − µ۲ : X̄ − Ȳ ∓ tα
۲
(k)

SP√
۱
n
+ ۱

m

ب  ه م  ج  ان  ب  ی ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد m,n ⩾ ۳۰ ب  رای ح  ال  ت ای  ن در : م  ج  ه  ول دو ھ ر و σ۱ ̸= σ۲ ج-

داری  م: زی  ر ص  ورت

µ۱ − µ۲ : X̄ − Ȳ ∓ Zα
۲

√
S۲
۱
n

+
S۲
۲
m

σ, σ۲ ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد

ای  ن  ک  ه از آن گ  اه ب  اش  د N(µ, σ۲) از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ اگ  ر

S۲ =
۱

n− ۱
n∑

i=۱
(Xi − X̄)۲,

(n− ۱)S۲

σ۲ ∼ χ۲(n− ۱)

داری  م:

σ۲ ∈
( (n− ۱)S۲

χ۲
α
۲
(n− ۱) ,

(n− ۱)S۲

χ۲
۱−α

۲
(n− ۱)

)
داری  م: σ ب  رای و

σ ∈
(√ (n− ۱)S۲

χ۲
α
۲
(n− ۱) ,

√
(n− ۱)S۲

χ۲
۱−α

۲
(n− ۱)

)

Statistrical Hypothesis Test آم  اری ھ ای ف  رض  ی  ه آزم  ون

ن  م  ای  ی  م. گ  ی  ری ت  ص  م  ی  م ادع  ا ی  ک م  ورد در ن  م  ون  ه از ح  اص  ل اط  لاع  ات از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی خ  واھ ی  م ق  س  م  ت ای  ن در



۴١ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

آم  اری ف  رض  ی  ه

ن  ام  ن  د. آم  اری ف  رض  ی  ه ی  ک را آم  اری ج  ام  ع  ه ت  وزی  ع ی  ا م  ج  ه  ول پ  ارام  ت  ر م  ورد در پ  ی  ش  ن  ه  اد ی  ا ادع  ا ھ ر

ب  ا را دی  گ  ری و ص  ف  ر) (ف  رض  ی  ه H۰ ب  ا را ف  رض  ی  ه ھ ا از ی  ک  ی ھ س  ت  ی  م: م  واج  ه آم  اری ف  رض  ی  ه ن  وع دو ب  ا ع  م  وم  ا

دھ ن  د. م  ی ن  ش  ان م  ق  اب  ل) (ف  رض  ی  ه H۱

ف  رض  ی  ه و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در H۱ ف  رض ب  ع  ن  وان را ھ س  ت  ی  م آن اث  ب  ات ی  ا رد دن  ب  ال ب  ه ک  ه ادع  ای  ی .۶ . ٣ . ۴ ن  ک  ت  ه

ب  ود. خ  واھ د H۱ ف  رض  ی  ه ن  ق  ی  ض H۰ ص  ف  ر

ب  اش  د آم  اری ج  ام  ع  ه ی  ک م  ی  ان  گ  ی  ن م  ط  ال  ع  ه ھ دف اگ  ر .٣ . ٧ . ۴ م  ث  ال
H۰ : µ = ۱۰۰ → س  اده ف  رض ی  ک

H۱ : µ ̸= ۱۰۰ → ط  رف  ه دو م  رک  ب ف  رض ی  ک

خ  ط  ا: ان  واع

اش  ت  ب  اه ب  ه H۱ ق  ب  ول = اش  ت  ب  اه ب  ه H۰ رد :I ن  وع خ  ط  ای

α = P (I (خ  ط  ای = P [RH۰|H۰درس  ت]

اش  ت  ب  اه ب  ه H۰ ق  ب  ول = اش  ت  ب  اه ب  ه H۱ رد :II ن  وع خ  ط  ای

β = P (II (خ  ط  ای = P [AH۰|H۰غ  ل  ط] = P [RH۱|H۱درس  ت]

ف  رض رد ی  ا ت  ای  ی  د ب  ه ح  ک  م ن  م  ون  ه از ح  اص  ل م  ش  اھ دات ک  ردن خ  لاص  ه ب  ا ک  ه م  ع  ی  اری ی  ا ق  اع  ده آم  اری: آزم  ون

دھ د. م  ی H۰

آزم  ون θ پ  ارام  ت  ر ن  ق  ط  ه ای ب  رآوردک  ن  ن  ده وت  وزی  ع α ب  ودن م  ع  ل  وم ب  ا و ن  ام  ی  ده آزم  ون س  ط  ح را α .٣ . ٨ . ۴ ن  ک  ت  ه

ش  ود. م  ی م  ش  خ  ص ک  ام  لا آم  اری



۴٢ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ج  ام  ع  ه ن  س  ب  ت ب  رآورد

و ب  اش  د. ھ س  ت  ن  د) خ  اص  ی وی  ژگ  ی دارای ک  ه اف  رادی (ن  س  ب  ت ج  ام  ع  ه ن  س  ب  ت p ک  ن  ی  د ف  رض

Xi =


۱ ب  اش  د وی  ژه گ  روه در ن  م  ون  ه ام i ع  ض  و

۰ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

: ب  ا اس  ت ب  راب  ر p م  ج  ان  ب  ی ف  اص  ل  ه ای ب  رآورد n ب  زرگ م  ق  ادی  ر ب  رای و p̂ = X̄ =
۱
n

n∑
i=۱

Xi ص  ورت ای  ن در

p = p̂∓ Zα
۲

√
pq

n
or p̂∓ Zα

۲

√
p̂q̂

n

ن  رم  ال ج  ام  ع  ه م  ی  ان  گ  ی  ن آزم  ون

ھ ر آزم  ون ھ دف ب  خ  ش ای  ن در ب  اش  د، N(µ, σ۲) از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه ی  ک Xn, ..., X۲, X۱ ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت: زی  ر ف  رض  ی  ه ھ ای از ی  ک

(١
H۰ : µ = µ۰

H۱ : µ ̸= µ۰

(٢
H۰ : µ = µ۰

H۱ : µ > µ۰

(٣
H۰ : µ = µ۰

H۱ : µ < µ۰



۴٣ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

ب  رای زی  ر آزم  ون ھ ای µ̂ = X̄ و Z۰ =

√
n(X̄ − µ۰)

σ۰
∼ N(۰,۱) ای  ن  ک  ه از م  ع  ل  وم: σ = σ۰ ال  ف)

م  ی آی  د. ب  دس  ت α ب  ودن م  ع  ل  وم ب  ا ف  وق ف  رض  ی  ه ھ ای از ی  ک ھ ر

(١

RH۰ ⇔ |Z۰| > Zα
۲

or p− value <
α

۲
p− value = P [Z > |Z۰|] <

α

۲

(٢

RH۰ ⇔ Z۰ > Zα or p− value < α

p− value = P [Z > |Z۰|]

(٣

RH۰ ⇔ Z۰ < −Zα or p− value < α

p− value = P [Z − |Z۰|]

چ  ون و ک  رده اس  ت  ف  اده σ̂۲ = S۲ =
۱

n− ۱
n∑

i=۱
(Xi−X̄)

۲ از ح  ال  ت ای  ن در م  ج  ه  ول: σ ب-

داری  م: α ب  ودن م  ع  ل  وم ب  ا T۰ =

√
n(X̄ − µ۰)

S
∼ T (n− ۱)

(١

RH۰ ⇔ |t۰| > Zα
۲
(n− ۱) or p− value = P [T (n− ۱) > |t۰|] <

α

۲



۴۴ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

(٢

RH۰ ⇔ t۰ > tα(n− ۱) or p− value < α

(٣

RH۰ ⇔ t۰ < −tα(n− ۱) or p− value < α

ھ س  ت  ن  د. م  ع  ت  ب  ر ف  وق آزم  ون ھ ای n ⩾ ۳۰ و ب  اش  د ن  رم  ال غ  ی  ر آم  اری ج  ام  ع  ه ت  وزی  ع ھ رگ  اه .٣ . ٩ . ۴ ن  ک  ت  ه

واری  ان  س آزم  ون

از: ع  ب  ارت  ن  د آزم  ون م  ورد ف  رض  ی  ه ھ ای

۱)H۰ : σ = σ۰ against H۱ :



۱)σ > σ۰

۲)σ < σ۰

۳)σ ̸= σ۰

(١

RH۰ ⇔ X =
(n− ۱)S۲

σ۲
۰

> χ۲
α(n− ۱)

x۰ =
(n− ۱)S۲

σ۲
۰

or p− value = P [χ(n− ۱) > x۰] < α



۴۵ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

(٢

RH۰ ⇔ X =
(n− ۱)S۲

σ۲
۰

< χ۲
۱−α(n− ۱)

or p− value = P [χ۲(n− ۱) > x۰] < α

(٣

RH۰ ⇔ X > χ۲
α(n− ۱) or < χ۲

۱−α(n− ۱)

p− value = min{P [X > x۰], P [X < x۰]} <
α

۲

ن  رم  ال ج  ام  ع  ه دو م  ق  ای  س  ه ف  رض  ی  ه آزم  ون

ج  ام  ع  ه ھ ر از ت  ص  ادف  ی ن  م  ون  ه دو از ح  اص  ل اط  لاع  ات ب  راس  اس ھ م از م  س  ت  ق  ل ن  رم  ال ج  ام  ع  ه دو م  ق  ای  س  ه ب  رای

ک  ی  ن  م: م  ی آزم  ون α م  ع  ل  وم س  ط  ح در را زی  ر آم  اری ف  رض  ی  ه ھ ای ( m ن  م  ون  ه٢:ح  ج  م n (ن  م  ون  ه١:ح  ج  م

۱)H۰ : µ۱ = µ۲ against :



۱)µ۱ > µ۲

۲)µ۱ < µ۲

۳)µ۱ ̸= µ۲

TH۰ =
X̄ − Ȳ

Sp

√
۱
n
+ ۱

m

∼ ای  ن  ک  ه از σ̂ = S۲
P ح  ال  ت ای  ن در م  ج  ه  ول: σ و σ۱ = σ۲ = σ ال  ف-

آی  د: م  ی ب  دس  ت زی  ر آزم  ون ھ ای T (k), k = m+ n− ۱



۴۶ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

(١

RH۰ ⇔ t۰ =
x̄− ȳ

Sp

√
۱
n
+ ۱

m

> tα(k) or p− v = P [T (k) > t۰] < α

(٢

RH۰ ⇔ t۰ =
x̄− ȳ

Sp

√
۱
n
+ ۱

m

< −tα(k) or p− v = P [T (k) < t۰] < α

(٣

RH۰ ⇔ |t۰| > tα
۲
(k) or p− v = P [T (k) > |t۰|] <

α

۲

: م  ع  ل  وم σ۱, σ۲ ب-

م  ی اس  ت  ف  اده اس  ت ZH۰ ∼ N(۰,۱) ای  ن  ک  ه از و ZH۰ =
x̄− ȳ√
σ۲
۱
n
+

σ۲
۲
m

ک  م  ی  ت از ح  ال  ت ای  ن در

ج  ای  گ  زی  ن Zα
۲

و tα(k) ج  ای  گ  زی  ن Zα ال  ف ق  س  م  ت آزم  ون ھ ای در اس  ت ک  اف  ی ن  ت  ی  ج  ه در ش  ود

ش  ود. tα
۲
(k)

م  ج  ه  ول: دو ھ ر و σ۱ ̸= σ۲ اگ  ر ج-

ZH۰ → N(۰,۱) ای  ن  ک  ه از و ZH۰ =
x̄− ȳ√
S۲
۱
n
+

S۲
۲
m

ک  م  ی  ت از n,m ⩾ ۳۰ اگ  ر ح  ال  ت ای  ن در

ش  ود. م  ی اس  ت  ف  اده Zα
۲

و Zα از tα
۲
(k) و tα(k) ج  ای ب  ه ھ م  چ  ن  ی  ن ک  رده اس  ت  ف  اده



۴٧ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

واری  ان  س  ه  ا ھ م  گ  ن  ی ف  رض  ی  ه

ش  ود آزم  ون H۰ : σ۱ = σ۲ واری  ان  س  ه  ا ھ م  گ  ن  ی ف  رض  ی  ه اس  ت لازم ف  وق آزم  ون ھ ای ی  ک ھ ر ان  ج  ام از ق  ب  ل

اف  زار ن  رم در آزم  ون ان  ج  ام روش ش  ود. اس  ت  ف  اده ال  ف ق  س  م  ت آزم  ون از س  ادگ  ی ب  ه H۰ پ  ذی  رش ص  ورت در ت  ا

م  ورد H۰ ف  رض  ی  ه ای  ن  ج  ا در چ  ون داد: ان  ج  ام ت  وان م  ی ن  ی  ز اف  زار ن  رم ب  دون ول  ی ش  ده داده ت  وض  ی  ح SPSS

اس  ت: ت  وج  ه

AH۰ ⇔ ۱ ∈
( ۱
Fα(m− ۱, n− ۱) ×

S۲
۲

S۲
۱

Fα(n− ۱,m− ۱)× S۲
۲

S۲
۱

)

زوج ھ ای ن  م  ون  ه -ت  ی(T-test)ب  رای آزم  ون

واب  س  ت  ه ن  م  ون  ه دو ح  ال  ت ای  ن در م  ی آی  ن  د ب  دس  ت زوج ص  ورت ب  ه ن  م  ون  ه ھ ا آم  ار ک  ارب  ردھ ای از ب  س  ی  اری در

ب  ن  اب  رای  ن: ھ س  ت  ن  د، ن  م  ون  ه دی  گ  ر ع  ض  و ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ن  م  ون  ه ع  ض  و ھ ر و ھ س  ت  ن  د

(X۱, Y۱), (X۲, Y۲), ..., (Xn, Yn)

در دارو ی  ک ت  اث  ی  ر ب  ررس  ی ھ دف ک  ه زم  ان  ی ب  اش  د، م  ی پ  زش  ک  ی در آزم  ون ای  ن ک  ارب  رد پ  ر ح  وزه ھ ای از ی  ک  ی

ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ک  ن  ت  رل ت  ح  ت گ  روه و ش  اھ د گ  روه ب  ص  ورت ن  م  ون  ه اف  راد و اس  ت خ  اص م  ری  ض  ی ی  ک ب  ه  ب  ود

م  ی گ  ی  رن  د.

H۰ : ن  ی  س  ت م  وث  ر ت  ی  م  ار : µD against H۱ :



۱)µD > ۰

۲)µD < ۰

۳)µD ̸= ۰

D̄ =
۱
n

n∑
i=۱

Di, S۲
D =

۱
n− ۱

n∑
i=۱

(Di − D̄)۲

ح  ال  ت: ای  ن در

T =

√
nD̄

SD

∼ T (n− ۱)



۴٨ ف  رض آزم  ون و ب  رآورد

befor after Difference

ن  م  ون  ه١ ن  م  ون  ه٢ Di = Xi − Yi

X۱ Y۱ D۱ = X۱ − Y۱

X۲ Y۲
... ... ...

Xn Yn Dn = Xn − Yn

(١

RH۰ ⇔ t۰ =

√
nd̄

SD

> tα(n− ۱) or p− v < α

(٢

RH۰ ⇔ t۰ =

√
nd̄

SD

< −tα(n− ۱) or p− v < α

-٣

RH۰ ⇔ |t۰| > tα
۲

or p− v = P [T (n− ۱) > |t۰|] <
α

۲



۵ ف  ص  ل

ت  م  ری  ن

[۱۰,۳۰] ب  ازه در ی  ک  ن  واخ  ت ت  وزی  ع ب  ا ت  ص  ادف  ی ک  م  ی  ت گ  م  ان  ه چ  اه ی  ک (درص  د) آب ش  وری م  ی  زان -١

اس  ت. ش  ده ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه آب ن  م  ون  ه n = ۱۰ ت  ع  داد اس  ت.

راس  ت؟ چ  ق  د ب  اش  د [۱۰,۲۰] ب  ازه در ن  م  ون  ه ۵ ش  وری م  ی  زان ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

ب  ا ن  م  ون  ه ای اول  ی  ن ن  م  ون  ه ۵ام  ی  ن ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال م  ی ش  ون  د، ب  رداش  ت م  ت  وال  ی ب  ه ط  ور ن  م  ون  ه ھ ا وق  ت  ی ب-

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د {[۱۰,۲۰] ب  ازه {در ۲۰ از ک  م  ت  ر ش  وری م  ی  زان

آن گ  اه: ب  اش  د n = ۱۰۰ ن  م  ون  ه ھ ا ت  ع  داد اگ  ر ج-

چ  ق  در ب  اش  ن  د [۱۰,۱۱] ب  ازه در ش  وری م  ی  زان دارای ن  م  ون  ه ۲ ح  داق  ل ای  ن ک  ه ت  ق  ری  ب  ی -اح  ت  م  ال

اس  ت؟

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د [۱۰,۲۰] ب  ازه در ن  م  ون  ه ۴۵ ح  داق  ل ش  وری م  ی  زان ای  ن ک  ه ت  ق  ری  ب  ی -اح  ت  م  ال

پ  ی  روی س  ال  ه ۲۰ دوره ھ ر در λ = ۴ ن  رخ ب  ا پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د از ن  اح  ی  ه ی  ک در زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ت  ع  داد -٢

ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال اس  ت م  ط  ل  وب ھ س  ت  ن  د. ش  دی زم  ی  ن ل  رزه ھ ا درص  د ۵۰ م  ی ک  ن  د.

دھ د؟ رخ زم  ی  ن ل  رزه ۲ آی  ن  ده س  ال ۱۰ در ال  ف-

۴٩



۵٠ ت  م  ری  ن

دھ د؟ رخ س  ال ۵ از پ  س زم  ی  ن ل  رزه اول  ی  ن ب-

دھ د؟ رخ س  ال ۱۰ از پ  س ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه اول  ی  ن ج-

ب  اش  د؟ ش  دی  د آن ھ ا ۲ت  ای دھ د، رخ زم  ی  ن ل  رزه ۴ آی  ن  ده س  ال ۱۰ در اگ  ر د-

ان  ح  راف و (درص  د)، ۶۰ م  ی  ان  گ  ی  ن ن  رم  ال، ت  وزی  ع ب  ا ت  ص  ادف  ی ک  م  ی  ت س  ن  گ ن  وع ی  ک ک  ری  س  ت  ال م  ی  زان -٣

اس  ت. ک  رده ج  م  ع آوری س  ن  گ ن  وع ای  ن از ن  م  ون  ه ھ ای  ی پ  ژوھ ش  گ  ر ی  ک م  ی ب  اش  د. ۲ م  ع  ی  ار

م  ی ب  اش  ن  د؟ ۵۸ از ب  ی  ش  ت  ر ک  ری  س  ت  ال دارای ن  م  ون  ه ھ ا ای  ن از ن  س  ب  ت  ی چ  ه ال  ف-

م  ی ب  اش  ن  د؟ [۵۸,۶۲] ب  ازه در ک  ری  س  ت  ال دارای ن  م  ون  ه ھ ا ای  ن از ن  س  ب  ت  ی چ  ه ب-

اس  ت؟ چ  ق  در ح  داک  ث  ر ن  م  ون  ه ھ ا درص  د ۹۵ ک  ری  س  ت  ال م  ی  زان ج-

P [X = k] =

(
n

k

)
pkqn−k, k = ۰,۱,۲, . . . , n X ∼ Bin(n, p)

P [X = k] =
e−λλk

k!
, k = ۰,۱,۲, . . . X ∼ P۰(λ)

P [N(t) = k] =
e−λt(λt)k

k!
, k = ۰,۱, . . . N(t) ∼ P۰(λt)

P [X = k] = Pqk−۱, k = ۱,۲, . . . X ∼ G(P )

f(x) = λe−λx, x ⩾ ۰ X ∼ Exp(λ)

f(x) =
۱√
۲πσ

e−
(x−µ)۲
۲σ۲ X ∼ N(µ, σ۲)

Z =
X − µ

σ
∼ N(۰,۱)

If X ∼ Ex = µ, σ۲ = var(X) ⇒ Z =
X − µ

σ

ت  رت  ی  ب ب  ه ب  ل  وک ھ ر م  س  اح  ت ن  س  ب  ت اس  ت. ش  ده ت  ق  س  ی  م A۱, A۲, A۳ ب  ل  وک س  ه ب  ه ن  اح  ی  ه ای -۴

م  اده ی  ک اک  ت  ش  اف ب  رای ک  ارش  ن  اس  ان ت  وس  ط ب  ل  وک ھ ا ای  ن از م  ع  ی  ن  ی ن  س  ب  ت اس  ت. ۰٫۵,۰٫۲,۰٫۳

.۰٫۱,۰٫۳,۰٫۴ از ع  ب  ارت  ن  د ت  رت  ی  ب ب  ه ن  س  ب  ت ھ ا ای  ن ک  ه م  ی ش  ود ب  رده ک  ار ب  ه م  ع  دن  ی

گ  رف  ت. خ  واھ د ق  رار اک  ت  ش  اف ت  ح  ت ن  اح  ی  ه ک  ل از ن  س  ب  ت  ی چ  ه ال  ف-



۵١ ت  م  ری  ن

ت  ح  ت ب  ل  وک ھ ر از ن  س  ب  ت  ی چ  ه ب  اش  د ش  ده ت  ع  ی  ی  ن ۰٫۶ اک  ت  ش  اف ت  ح  ت ن  اح  ی  ه ک  ل ن  س  ب  ت اگ  ر ب-

گ  رف  ت. خ  واھ د ق  رار اک  ت  ش  اف

ت  ع  داد م  ی رس  د آب ب  ه ش  ده ح  ف  اری چ  اه ھ ای درص  د ۲۰ ت  ن  ه  ا ک  ه اس  ت ش  ده م  ش  خ  ص ک  ه ن  اح  ی  ه ی  ک در -۵

ش  د. خ  واھ د ح  ف  ر آزم  ای  ش  ی چ  اه ۵

اس  ت. چ  ق  در چ  اه ح  ف  ر ط  رح ش  دن روب  رو ش  ک  س  ت ب  ا اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت. چ  ق  در ش  ده ح  ف  اری چ  اه ھ ای از ی  ک  ی لااق  ل رس  ی  دن آب ب  ه اح  ت  م  ال ب-

م  ی ک  ن  د. پ  ی  روی س  ال  ه ۲۰ دوره در ۵ م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا پ  وآس  ون ت  وزی  ع از ن  اح  ی  ه ای در س  ی  لاب ھ ا ت  ع  داد -۶

اس  ت. چ  ق  در س  ال  ه ب  ی  س  ت دوره در س  ی  لاب ۲ ح  داق  ل دادن رخ اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت. چ  ق  در س  ال  ه ده دوره در س  ی  لاب ۲ دق  ی  ق  ا دادن رخ اح  ت  م  ال ب-

ب  اش  ن  د م  ه  ی  ب س  ی  لاب ھ ا درص  د ۳۰ اگ  ر ج-

اس  ت. چ  ق  در س  ال  ه ۳۰ دوره در م  ه  ی  ب س  ی  لاب ۲ دادن رخ اح  ت  م  ال -١

اس  ت. چ  ق  در ن  دھ د رخ م  ه  ی  ب س  ی  لاب آی  ن  ده س  ال  ه ۲۰ دوره ۵ از دوره ۲ در ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال -٢

س  ال  ه ۴۰ زم  ان  ی دوره در زم  ی  ن ل  رزه ۶ ن  رخ ب  ا پ  وآس  ون ت  وزی  ع از ن  اح  ی  ه ی  ک در زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ت  ع  داد -٧

م  ی ک  ن  د. پ  ی  روی

اس  ت. چ  ق  در ب  اش  د س  ال ۲۰ از ب  ی  ش زم  ی  ن ل  رزه دو ب  ی  ن زم  ان  ی ف  اص  ل  ه ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

ی  ک در ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه ی  ک دادن رخ اح  ت  م  ال ب  اش  د ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ای  ن درص  د ۲۰ اگ  ر ب-

اس  ت. چ  ق  در ب  اش  د داده رخ دوره ای  ن در زم  ی  ن ل  رزه ۴ ک  لا ص  ورت  ی ک  ه در س  ال  ه ۴۰ دوره

ت  ص  ادف ب  ه دان  ش  ج  و ۳ ش  ام  ل گ  روھ ی و چ  ه  ارم س  ال دان  ش  ج  وی ۶ و س  وم س  ال دان  ش  ج  وی ۴ ب  ی  ن از -٨

دان  ش  ج  وی  ان ت  ع  داد را Y و س  وم س  ال دان  ش  ج  وی  ان ت  ع  داد را X ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  رھ ای م  ی ش  ود ان  ت  خ  اب

م  ح  اس  ب  ه اس  ت م  ط  ل  وب ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در چ  ه  ارم س  ال

.(X, Y ) ت  وام اح  ت  م  ال ت  اب  ع ال  ف-



۵٢ ت  م  ری  ن

P [X < Y ] ب-

.(X,Y ) ھ م  ب  س  ت  گ  ی ض  ری  ب ج-

اس  ت. ش  ده ج  م  ع آوری آن لای  ه ھ ای ت  ع  داد ش  م  ارش ب  رای آھ ک س  ن  گ ن  م  ون  ه ۴ و س  ن  گ م  اس  ه ن  م  ون  ه ۵ -٩

م  ی ش  ود. ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ف  وق ن  م  ون  ه ۹ ب  ی  ن از س  ن  گ ن  م  ون  ه ۳

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د آھ ک  ی س  ن  گ ن  م  ون  ه ۲ ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  د م  اس  ه س  ن  گ س  وم  ی ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ش  ون  د ان  ت  خ  اب ی  ک  ی ی  ک  ی ن  م  ون  ه ھ ا اگ  ر ب-

اح  ت  م  ال اگ  ر اس  ت. ش  ده ح  ف  ر آب ب  ه رس  ی  دن ب  رای گ  م  ان  ه چ  اه n = ۱۰ ت  ع  داد اک  ت  ش  اف  ی ب  رن  ام  ه ی  ک در -١٠

ب  اش  د. ۰٫۶ ن  اح  ی  ه ای  ن در آب رس  ی  دن

اس  ت؟ چ  ق  در ن  ش  ود روب  رو ش  ک  س  ت ب  ا ط  رح ک  ه ای  ن اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت؟ چ  ق  در ب  رس  د آب ب  ه چ  اه ۴ ح  داک  ث  ر ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ب-

م  ی ک  ن  د پ  ی  روی س  ال  ه ۶۰ دوره ھ ر در λ = ۴ ن  رخ ب  ا پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د از ن  اح  ی  ه ی  ک در س  ی  لاب ھ ا ت  ع  داد -١١

زی  ر اح  ت  م  الات از ی  ک ھ ر م  ح  اس  ب  ه اس  ت م  ط  ل  وب ب  اش  ن  د وی  ران گ  ر و م  ه  ی  ب س  ی  لاب ھ ا درص  د ۷۰ اگ  ر

ب  اش  د. س  ال ۲۰ از ب  ی  ش م  ه  ی  ب س  ی  لاب دو ب  ی  ن زم  ان  ی ف  اص  ل  ه ال  ف-

دھ د. رخ س  ال  ه ۱۰ دوره ی  ک در م  ه  ی  ب س  ی  لاب ۳ ح  داک  ث  ر ب-

ب  اش  د ش  دی  د آن ھ ا ۲ت  ای ح  داق  ل ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال دھ د رخ س  ی  لاب ۵ آی  ن  ده س  ال ۴۰ در اگ  ر ج-

اس  ت؟ چ  ق  در

ط  لای م  ق  دار م  ی ش  ون  د اس  ت  خ  راج ط  لا م  ع  دن از ک  ه ن  م  ون  ه ھ ای  ی درص  د ۱۲ ت  ن  ه  ا ک  ه اس  ت ش  ده م  ش  خ  ص -١٢

ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ب  اش  د. ش  ده ان  ت  خ  اب م  ع  دن ای  ن از ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه n = ۱۰۰ اگ  ر دارن  د: ک  م  ی ب  س  ی  ار

(اح  ت  م  ال اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  ن  د داش  ت  ه ک  م  ی ب  س  ی  ار ط  لای آن ھ ا ۵ت  ای دق  ی  ق  ا ال  ف-

ت  ق  ری  ب  ی)



۵٣ ت  م  ری  ن

ت  ق  ری  ب  ی) (اح  ت  م  ال اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  ن  د داش  ت  ه ک  م  ی ب  س  ی  ار ط  لای آن ھ ا ۱۰ت  ای ح  داک  ث  ر ب-

۳ م  ع  ی  ار ان  ح  راف و (درص  د) ۳۰ م  ی  ان  گ  ی  ن ب  ا ن  رم  ال ت  وزی  ع از آذری  ن س  ن  گ ن  وع ی  ک ک  وارت  ز م  ی  زان -١٣

م  ی ک  ن  د. پ  ی  روی

ھ س  ت  ن  د؟ درص  د ۲۷ از ب  ی  ش ک  وارت  ز دارای س  ن  گ ھ ا ای  ن از ن  س  ب  ت  ی چ  ه ال  ف-

درص  د ۹ از ک  م  ت  ر ک  وارت  ز م  ی  زان ن  م  ون  ه ھ ا درص  د ۱۰ ف  ق  ط ت  ا ب  اش  د چ  ق  در م  ع  ی  ار ان  ح  راف م  ق  دار ب-

ب  اش  ن  د: داش  ت  ه

ن  رم  ال: ج  دول م  ق  ادی  ر

P [Z < ۱] ∼= ۰٫۸۴, P [Z < ۱٫۲۸] ∼= ۰٫۹

P [Z < −۰٫۱۵] ∼= ۰٫۴۴, P [Z < −۰٫۱۹] ∼= ۰٫۴۲

P [Z < ۱٫۳۱] ∼= ۰٫۹۱, P [Z < −۰٫۳۱] ∼= ۰٫۳۸۵

P [Z < ۰٫۷] = ۰٫۷۵۸, P [Z < ۰٫۶] = ۰٫۷۲۶

P [Z < ۰٫۷۳] ∼= ۰٫۷۶, P [Z < ۰٫۶۳] = ۰٫۷۳

P [X = K] =

(
n

k

)
pkqn−k, k = ۰,۱,۲, . . . , n X ∼ Bin(n, p)

P [X = K] =
e−λλk

k!
X ∼ P۰(λ)

f(x) =
۱√
۲πσ

e−
(x−µ)۲
۲σ۲ X ∼ N(µ, σ۲)

ب  رای لازم م  رغ  وب  ی  ت دارای ش  ده اس  ت  خ  راج ن  م  ون  ه ھ ای ٪۳۰ ت  ن  ه  ا ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را م  ع  دن ی  ک -١۴

ھ س  ت  ن  د: م  ع  دن  ی م  اده ی  ک اس  ت  خ  راج

ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال اس  ت م  ط  ل  وب ش  ود ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه ۱۰ ت  ع  داد اگ  ر ال  ف-

ب  اش  د. خ  وب ن  م  ون  ه ی دو ش  ام  ل ح  داق  ل -١

چ  ه ب  اش  د (a, b) ب  ازه در ی  ک  ن  واخ  ت ت  ص  ادف  ی م  ت  غ  ی  ر ی  ک ن  م  ون  ه ھ ر م  ع  دن  ی م  اده م  ی  زان اگ  ر -٢

ب  ود. خ  واھ ن  د a+ b

۲ از ب  ی  ش م  ع  دن  ی م  اده ش  ام  ل ن  م  ون  ه ھ ا ای  ن از ن  س  ب  ت  ی



۵۴ ت  م  ری  ن

اس  ت؟ چ  ق  در ب  اش  ن  د داش  ت  ه م  ع  دن  ی م  اده a+ b

۲ از ب  ی  ش ن  م  ون  ه ۵ ح  داق  ل ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال -٣

ت  ق  ری  ب  ی اح  ت  م  ال م  ح  اس  ب  ه اس  ت م  ط  ل  وب ش  ود ان  ت  خ  اب ت  ص  ادف ب  ه ن  م  ون  ه n = ۱۰۰ ت  ع  داد اگ  ر ب-

ف  وق س  والات از ی  ک ھ ر در

ب  ه ط  ور آی  د، ب  دس  ت a+ b

۲ از ش  ن م  ع  دن  ی م  اده ب  ا ن  م  ون  ه اول  ی  ن ت  ا دھ ی  م ادام  ه را ن  م  ون  ه ب  رداری اگ  ر ج-

اس  ت. لازم ن  م  ون  ه چ  ن  د م  ت  وس  ط

پ  ی  روی س  ال  ه ۳۰ دوره ی  ک در λ = ۵ ن  رخ ب  ا پ  وآس  ون ف  رآی  ن  د از ن  اح  ی  ه ی  ک در زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ت  ع  داد -١۵

زم  ی  ن ل  رزه ھ ا ای  ن درص  د ۴۰ ک  ه اس  ت ش  ده م  ش  خ  ص م  ت  ن در اش  ک  ال اط  لاع  ات اس  اس ب  ر م  ی ک  ن  د، 

اس  ت: م  ط  ل  وب ھ س  ت  ن  د ش  دی  د

اس  ت. چ  ق  در دھ د رخ س  ال ۲۰ از ب  ع  د ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه اول  ی  ن ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ال  ف-

اس  ت. چ  ق  در دھ د رخ س  ال ۲۵ از ب  ع  د ش  دی  د زم  ی  ن ل  رزه چ  ه  ارم  ی  ن ای  ن ک  ه اح  ت  م  ال ب-

۵ در آن ھ ا ۲ت  ای ح  داق  ل ای  ن  ک  ه اح  ت  م  ال دھ د رخ زم  ی  ن ل  رزه ۱۰ ک  لا ۳۰ دوره ی  ک در اگ  ر ج-

اس  ت. چ  ق  در دھ ن  د رخ اول س  ال



رای  ان  ام  ه ب  ه م  ی ت  وان  ی  د را ک  وت  اه راھ ن  م  ای ای  ن م  ورد در خ  ود ان  ت  ق  ادات و پ  ی  ش  ن  ه  ادات

و ب  رده زی  ادی زم  ان م  ج  م  وع  ه ای  ن آم  اده س  ازی ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ن  ی  د.  ارس  ال xepersian@mail.com

ھ ر ب  ه آن آم  اده س  ازی در ک  ه ک  س  ان  ی اھ داف گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در ب  ا ش  م  اس  ت، دوس  ت  ان ت  ج  رب  ه س  ال چ  ن  د ح  اص  ل
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